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ОТДЕЛ ЧЕТЫРНАДЦАТЫЙ. 
УЧЕНИЕ О ПРЕДЕЛАХ. 


1. Основные свойства пределов. 


307. Определения. Возьмем сумму членов такой бесконечной убы- 
вающей Г. П.: 1 1/, 1-1 --... (знаменатель — 1/5). 

Сумма эта при неограниченном увеличении числа членов увеличивается, 
приближаясь (ч. |, $ 252) к постоянному числу 2, так, что разность 
2—9, -...) при достаточном увеличении числа сла- 
гаемых делается меныше любого данного положительного числа (напр., 
меньше 0,000001) и при дальнейшем увеличении числа слагаемых 
остается всегда меньше этого числа. 

При этих условиях мы говорим, что 2 есть предел суммы 1-1. -|- 
1, НУ ..., если Число слагаемых в ней увеличивается неограни- 
ченно. . 

В этом примере переменное число (сумма членов прогрессии), при- 
ближаясь к своему пределу, остается меньше его. Но могут быть случаи, 
когда переменное число, приближаясь к своему пределу, остается больше 


1 
его. Напр., если предположим, что в сумме 1--- буква х означает 
х 


переменное положительное число, неограниченно увеличивающееся, то 
сумма эта будет приближаться к пределу 1, оставаясь всегда больше 1. 

Может даже случиться, что переменное число так изменяется, что 
оно делается то больше, то меныше своего предела. Такой случай мы 
уже видели, когда говорили о пределе суммы членов такой бесконечно 
убывающей Г. 1. (ч. 1, 8 253): 


2,— 1-1, — 1,1, ... (знаменатель — 1/9). 


Предел этот равен 11/, и суммы двух, трех, четырех и т. д. членов 
прогрессии переходят через значения: 


2—1=1< Из; 2—1 ==, > И; 2—1, — = 
—= И < Ид...., 
которые попеременно то больше, то меньше предела. 

После этих примеров будет понятно следующее определение пре- 
дела: если переменное число х при. своем изменении приближается к 
постоянному числу а таким образом, что абсолютная величина раз- 
ности а—х делается и (при дальнейшем процессе изменения х) всегда 
остается меньше любого данного положительного числа (как бы мало 
оно ни было), то это постоянное число @ называется пределом перс- 
менного х. 

Вместо того чтобы говорить: „число х имеет предел @“, часто гово- 
рят короче: „х стремится к 4“ и письменно выражают это так: 
х—-я. 


" 1 


Если абсолютная величина переменного числа увеличивается неограни- 
ченно (беспредельно), то условно говорят, что оно стремится к-|- со 
или к-— со (смотря по его знаку); если же абсолютная величина пере- 
менного числа уменьшается неограниченно, то говорят, что оно стремится 
к нулю. 

Переменное число, стремящееся к со, называется часто бесконечно 
большим, а переменное число, стремящисся к нулю, называется бес- 
конечно малым. Должно однако помнить, что этн названия не озна- 
чают „число очень большое“ или „число очень малое“; они характери- 
зуют не самое число, а процесс его изменения: число, называемое 
„бесконечно большим“, изменяется так, что оно делается и остается (по 
абсолютной величине) большим любого данного числа, а число, называемое 
„бесконечно малым“, изменяется так, что его абсолютная величина де- 
лается и остается меньшим любого данного положительного числа. 

Если воспользоваться в этом смысле названием „бесконечно малое 
число“, то определение предела можно высказать короче так: 

Постоянное число а называется пределом гзременного числа х, 
если разностьх — а есть бесконенно малое число. 

Встречается еще название „конечное число“. Так называется всякое 
число, которое не стремится к-= со. Постоянное число тоже может 
быть названо конечным. 

3808. Некоторые свойства бесконечно малых чисел. 1) Алгебраи- 
ческая сумма конечного числа бесконечно малых чисел бесконечно мала. 

Возьмем, напр., три бесконечно малых числа а, Ви (они могут 
быть положительные и отрицательные). Чтобы показать, что сумма их 
а-- В--7 бесконечно мала, надо убедиться, что абсолютная величина 
этой суммы делается и остается меньше всякого данного положительного 
числа, напр., меньше 1 миллионной. Действительно, так как числа в, В 
и 17 бесконечно малы, то это значит, что при своем изменении абсолют- 
ная величина каждого из них делается и остается меныше любого дан- 
ного числа, в том числе и меньше 1/, миллионной; значит, тогда аб- 
солютная величина суммы а--В--у делается и остается меньше 
у --/.-Е-з миллионной. 

Заметим, что «если одновременно с уменьшением слагаемых число их 
будет возрастать, то сумма их может оказаться и ме бесконечно малой. 


Возьмем, напр., такие суммы: р 
1 1 1 1 | 
16+ Тб | 10 |... Е то (10 слагаемых); 


1 1 1 1 : 
т00 -- 106 -- т0б а: то 00 слагаемых); 


зоо оо оо о ооо ооо 


1 1 1 1 
Вообще и Е | г нее Е (п слагаемых). 


Несмотря на то, что с увеличением знаменателя слагаемые умень- 
шаются неограниченно, сумма их, вследствие увеличения числа слагаемых, 
остается неизменной (она равна 1). 

Возьмем еще такие суммы: 


8 


9 


о щ”й 


А Пе 
16 Кто Кто +: Но 90 слагаемых) 
1 1 1 1 
Ре ВЫ НЕ 8 О з ; 
а тб + 100 ет 100 (1003 слагаемых); 


ооо оо ооо ооо ооо оо 


В 1 
Вооб НЕ... + - @й . 
ообще ЕЕ --... + - (п? слагаемых) 


Несмотря на то, что каждое слагаемое неограниченно уменьшается, 


суммы эти возрастают неограниченно: первая равна — + 100 —=10, вто- 


1 

10 
т. 1000==100 ив 

100 ° = г Лен —и 

2) Произведение бесконечно малого числа на число не бесконечно 
большое бесконечно мало. 

Число не бесконечно большое может быть двоякого рода: или это 
число постоянное, или переменное, но не способное увеличиваться бес- 
предельно. Рассмотрим эти случаи отдельно. 

а) Пусть в произведении а8 множимое а есть бесконечно малое число, 
а множитель В постоянное число, напр. В==100. Тогда произведение 
а- 100 делается и остается (по абсолютной величине) менышим любого 
данного положительного числа, напр. меньшим 1 миллионной, так как а 
делается и остается меньшим всякого данного положительного Числа, в 
том числе меньшим и !/\ 5 миллионной. Значит, произведение бесконечно 
малого числа на постоянное число бесконечно мало. 

6) Пусть теперь множитель В переменное число, но не бесконечно 
большое; такое число в процессе своего изменения остается меньшим 
некоторого постоянного числа, напр. меньшим 1000. Но если В< 1000, 
то аВ«а- 1000 (речь идет об абсолютных величинах чисел а и В), и 
так как произведение а. 1000 по доказанному бесконечно мало, то про- 
изведение «В и подавно бесконечно мало. 

3) Произведение бесконечно малого числа на другое бесконечно малое 
число бесконечно мало. ' 

Если произведение бесконечно малого числа. на постоянное число 
способно сделаться так малым, как угодно, зо произведение бесконечно 
малого числа на другое бесконечно малое число и подавно может сде- 
латься как угодно малым (с уменьшением множителя произведение умень- 
шается). 

4) Частное от деления бесконечно малого числа на число не бес- 
конечно малое бесконечно мало. 

а) Пусть делимое а бесконечно малое число, а делитель В постоянное 
число, напр. 1/5. Тогда частное а: 1/\, бесконечно мало, так как оно 
равно произведению а. 10, т. е. произведению бесконечно малого числа 
на постоянное число. 

6) Пусть при бесконечно малом делимом а делитель В будет пере- 
менное число, но не бесконечно малое, т. е. такое переменное число, 
которое остается бблыпим некоторого постояцного числа, напр. боль- 
шим 2. Но если В>>2, то а: В<а.2 (беря абсолютные величины чисел 
аи В), и так как частное а:2 по доказанному бесконечно мало, то 
частное а:В и подавно бесконечно мало. 


рая 


$ 


> 


Замечание. Частное от деления бесконечно малого числа на другое 
бесконечно малое число может иногда равняться постоянному числу, 
иногла бесконечно малому и иногда бесконечно большому; все зависит 
от того, по какому закону уменьшается делимое и по какому закону 
уменьшается делитель. Возьмем, напр., такие три частные: 

24 @ а 
а’ а’ а*` 

Положим, что а есть бесконечно малое число. Тогда первое частное, 

равное 2, есть число постоянное; второе частное, равное а, есть число 


бесконечно малое и третье, равное дроби —, есть число бесконечно боль- 
[7 


шое, так как дробь, у которой числитель постоянное число, а знаменатель 
неограниченно уменьшается, увеличивается беспредельно (ч. Т, 8 130). 

309. Некоторые свойства пределов. 1) Переменное число, изменяю- 
щееся по определенному закону, не может иметь более одного предела. 

Предположим противное, а именно, что переменное число х, изме- 
няясь по некоторому определенному закону, стремится к двум различным 
пределам, напр. к би 5,1. Тогда, согласно определению предела, раз- 
ности х—5Б и х— 5,1 должны быть бесконечно малые числа (поло- 
жительные или отрицательные). Пусть х—65 =а и х— 5,1 ==В; тогда 
х=б--а и х-==5,1--В; следовательно, 5--а=5,1-- В, откуда 
а-—В==0,1. Но это равенство невозможно, так как разность а — В, пред- 
ставляющая собою алгебраическую сумму а«--(-—В) бесконечно малых 
чисел, бесконечно мала, и следовательно она не может равняться по- 
стоянному числу. Значит, нельзя допустить, чтобы число х имело два 
различных предела. 

2) Если разность двух переменных чисел (х и у) бесконечно мала 
(или равна нулю) и одно из них имеет предел, то и другое имеет 
тот же предел. 

Допустим, напр., что число х имеет предел 2. Тогда можно прел- 
положить, что х==2 | а, где а — бесконечно малое число (положительное 
или отрицательное). Допустим, кроме того, что разность х—у равна 
бесконечно малому числу В (или нулю). Тогда: (2 а) — у==В, откуда 
2—у=—=В— а. Так как разность В — а есть число бесконечно малое, то 
из последнего равенства видно, что 2 есть предел числа у. 

8) (Обратная истина.) Если Ова переменных числа (х и у) имеют 
общий предел, то их разность бесконечно мала (или равна 0). 

Положим, напр., что числа х и у оба имеют один предел 10. Тогда 
х=10- аи у==10 -| В, где а и В бесконечно малые числа. Следова- 
тельно х— у=(10-- а) — (10+ =а— В. Так как разность а-В 
бесконечно мала или равна нулю, то и левая часть равенства, т. е. раз- 
ность хХ—у, бесконечно мала или равна 0. 

4} Предел алгебраической суммы переменных чисел равен алгебраи- 
ческой сумме пределов этих чисел (если число слагаемых не бесконечно 
велико). 

Положим, мы имеем сумму трех переменных чисел: х |-у-|- 2, и 
пусть х—8, у-2 и &——-5. Тогда можно написать равенства: 
х=8--а; у=2--В; 2==—-5--1, где а, Вит бесконечно малые 
числа. Следовательно, х-|- у-|-2 == (3 а) -- (2-Е В (-5-Рр= 
=(8--2—5) + а Ву). 
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Огкуда: (у — (З2— 5) =а« Вт. 

Правая часть этого равенства есть сумма бесконечно малых слагаемых, 
а потому она сама бесконечно мала; из этого надо заключить, что 
переменная сумма х--у--2 стремится к пределу 3-2 — 5, т. е. к 
алгебраической сумме пределов. 

Это рассуждение можно повторить о четырех, пяти и более слагае- 
мых, лишь бы число их не возрастало беспредельно (в противном слу- 
чае сумма а-|- В--1--... могла бы и не оказаться бесконечно малым 
числом). 

5) Предел произведения переменных чисел равен произведению пре- 
делов этих чисел. 

Пусть имеем произведение ху двух переменных чисел, из которых 
первое стремится, положим, к пределу 2, а второе к пределу 3. Тогда: 
х=2 аи у=3--В, и следовательно ху == (2 -|- в) (8-- В) =2.3-- 
—- За-|- 28 -|- «В, откуда: ху—2-3==3а- 28 -| ав. 

Произведения За, 28 и аВ бесконечно малые числа; поэтому и сумма 
их бесконечно мала; а это означает, что ху—+2 .3, т. е. 


ху — (пред. х) - (пред. у). 

Этот вывод можно обобщить на промзведение трех, четырех и более 
сомножителей. Так, рассматривая произведение ху2, как произведение 
только двух сомножителей ху и 2, мы можем написать: (пред. хуг) = 
—= (пред. ху) . (пред. 2) == (пред. х). (пред. у) - (пред. 2). 

6) П/редел частного от деления переменных чисел равен частному 
от деления пределов этих чисел, если только предел делителя не 
равен нулю. 

Пусть х—2 иу—3; тогда х=2--виу=3 { В, где а и В — бес- 
конечно малые числа. Следовательно 

х 2 Эа 2 (2--9)3—(31В)2 _ 3За—23 
УЗ ЗВ 3 (3-83 СЕ 

В правой части этого равенства числитель (лелимое) бесконечно малое 
число, так как он есть алгебраическая сумма двух бесконечно малых 
чисел; знаменатель же (делитель), имея пределом число 32, не равлое 
нулю, не может стремиться к нулю. Если же делимое бесконечно мало, 
а делитель не бесконечно мал, то такое частное бесконечно мало. 

Значит, из написанного выше равенства мы должны заключить, что 


х 2 пред. х 
У 3 пред. у” 


7) Предел степени, в которой основание есть переменное число, а 
показатель постоянное, равен той же степени предела основания. 

Ограничимся случаем, когда показатель степепи есть число целое 
положительное. В этом случае теорема эта представляет собою простое 
следствие теоремы о пределе произведения. Так: (пред. хз) = (пред. ххх) == 
= (пред. х) (пред. х), (пред. х) == (пред. х)з. 

Добавим еще без доказательства, как допущения, следующие две 
истины о пределах: 

8) Если переменное число все возрастает, оставаясь однако меньше 
какого-нибудь постоянного числа, то оно имеет предел. 


п 


Возьмем, напр., приближенные значения и2; взятые с недостатком и 
вычисленные с точпогзгью сначала ло 1, потом до 1/., затем до 17 оо 
и т. д. Мы получим тогда бесконечный ряд чисел: 


1; 1,4: 1,41; 1,414; 1,4149; 1,41491; ит. д. й 


Числа эти, по мерс удаления от начала ряда, все увеличиваются, но 
остаются всегда меньше некоторого постоянного числа, напр. меньше 1,5; 
при этих условиях мы должны допустить, что взятый нами ряд, по мере 
его продолжения, стремится к какому-то определенному пределу (этот 


предел есть иррациональное число У?2). 
9) Если переменное число все убывает, оставаясь однако больше 
какого-нибудь постоянного числа, то оно имеет предел. 


Возьмем для примера ряд приближенных значений У2, взятых с из- 
бытком, с точностью до 1, до 1/, до р и т. да 


2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; 1,41429; ит. д. 


По мере удаления от начала ряда числа эти все уменьшаются, но 
остаются постоянно больше 1,4; при этих условиях мы должны допу- 


стить, что ряд стремится к пределу (он равен иррациональному числу У 2). 


П. Применение учения о пределах к вопросам элементарной 
геометрии. 


319. Длина окружности. Предварительно докажем следующие три 
вспомогательные истины (леммы): 

1) При неограниченном увеличении числа сторон правильного много- 
‘угольника, вписанного в данную окружность, длина его стороны стре- 
мится к нулю. 

Пусть р есть периметр какого-нибудь правильного многоугольника, 
вписанного в окружность, и п— число его сторон. Тогда длина одной 


стороны этого многоугольника выразится дробью 2 Положим, что число 
: п 

сторон и неограниченно возрастает при том же радиусе окружности. 

Тогда в этой дроби знаменатель будет неограниченно возрастать, тогда 

как числитель не может возрастать беспредельно, так как он постоянно 


остается меньше периметра любого описанного многоугольника, напр. 


описанного квадрата. 1) Вследствие этого дробь Е, выражающая длину 
одной стороны многоугольника, должна стремиться к 0. 

2) Разность между радиусом данной окружности и апофемою пра- 
вильного многоугольника, вписанного в эту окружность, стремится к 
нулю, если число сторон многоугольника увеличивается неограниченно. 

Пусть АВ есть сторона правильного вписанного многоугольника, ОА — 
радиус и ОС — апофема (черт. 63). Из треугольника ОДС выводим: 
АО—0ОС < АС. При неограниченном увеличении числа сторон вписан- 
ного правильного многоугольника длина стороны АВ, как мы сейчас 
видели, стремится к нулю; следовательно отрезок АС, составляющий 


1) В геометрии доказывается, что периметр выпуклого объемлемого много- 
угольника меньше периметра объемлющего многоугольника. 
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половину АВ, также стремится к нулю. Поэтому разность ОА — ОС, 
будучи меньше АС, и подавно стремится к нулю. | 
8) Разность между периметрами одноименных правильных много- 
‘угольников: одного описанного, другого вписанного в данную окруж- 
ность, стремится к нулю, когда число сторон в 
этих многоугольниках неограниченно увеличи- 
вается. 
Пусть АВ (черт. 64) будет сторона какого-ни- 
буль правильлого вписанного многоугольника, 
А,В, — сторона одноименного правильного описан- 
ного многоугольника; ОС — апофема и ОС. —ра- 
диус. Так как правильные одноименные много- В 
угольники подобны, то их периметры относятся А Е 7 
как радиусы кругов, вписанных или описанных. 
Поэтому, обозначив периметры многоугольников Черт. 68. 
вписанного р и описанного Р,получим: 
А С, В Р __ ОС, 
1 | 1 р 0С 
Из этой пропорции составим произ- 
водную (ч. Т, 8 98): 


РР. ОС — ОС 


р оС ’ 

ар аа р(0С,—0ОС) 

| откуда: Р—р= ое 
Черт. 64. Вообразим теперь, что число сторон 


многоугольников неограниченно увеличи- 
вается. Тогда разность ОС, — ОС будет, по доказанному, стремиться 
к нулю, периметр р постоянно остается меньшим периметра любого 
описанного многоугольника, а знаменатель ОС увеличивается. Из этого 
следует, что дробь, стоящая в правой части последнего равенства, стре- 
мится К нулю; следовательно, и левая часть равенства, т. е. Р— р, стре- 
мится к нулю. .. 

311. Основная теорема. Теперь мы можем установить следующук 
теорему, на которой основано определение длины окружности. 

Периметр правильного многоугольника, вписанного в данную окруж- 
ность, при неограниченном удвоении числа сторон этого многоугольника `^ 
стремится к пределу; предел этот не зависит от того, с какого много- 
‘угольника мы начали удвоение. 

Положим, мы начали удвоение с правильного треугольника, беря 
б-угольник, потом 12-угольник, 24-угольник и т. д. без конца. Обозна- 
чим через р переменный периметр многоугольника, изменяющегося по этому 
закону удвоения. Вообразим еще, что, строя правильные вписанные много- 
угольники, мы каждый раз строим и соответственные правильные опи- 
санные многоугольники, т. е., напр. построив правильный б-угольник 
вписанный, мы строим также правильный 6-угольник описанный, и т. д. 
Обозначим через Р переменный периметр изменяющегося описанного 
‚многоугольника. Так как при каждом удвоении числа сторон вписанного 
мчогоугольника мы вместо прямой АВ (черт. 65, левый) берем ломаную 
АСВ, а при каждом удвоении числа сторон описанного многоугольника 
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мы вместо ломаной АСВ (черт. 65, правый) берем прямую АВ, то при 

неограниченном удвоении числа сторон периметр р увеличивается, а 

периметр Р уменьшается, 

С причем первый, увеличи- 

ваясь, остается однако 

й менышим периметра любо- 

го описанного мно оуголь- 

ника, а второи, умень- 

шаясь, остается большим 

периметра любого впи- 

0 санного многоугольника, 

Из этого следует, что 

{согласно депущению 8-у 

$ 309) р имеет предел, 

Черт. 65. также (согласно допуще- 

нию 9-у того же 8) и 

Р имеет предел. Пределы эти должны быть одинаковы ($ 3809, 2), так 
как разность Р —р, по доказанному, стремится к нулю. 

Остается доказать, что этот общий предел не зависит от того, с 
какого многоугольника мы начали удвоение. Пусть Р и р будут пере- 
менные периметры описанного и вписанного многоугольников, получае- 
мые удвоением числа сторон какого-нибудь одного начального много- 
угольника (напр. треугольника), а Р, и р, переменные периметры опи- 
санного и вписанного многоугольников, получаемых удвоением числа 
сторон какого-нибудь другого начального многоугольниха (напр. квад- 
рата). Пусть Г есть общий предел для Рири Т,-— общий предел для 
Р; и р.. Надо доказать, чт Т== Т,. 

Примем во внимание, что при неограниченном удвоении числа сторон 
обе разности Р—-ри Р, — р, по доказанному, стремятся к нулю; сле- 
довательно и сумма эгих разностей стремится.к нулю. Эту сумму можно 
представизь так: 


ФР—Р-ЕР, —р) =ФЫбР)-Ф,—р—0. 

Так как Р>р, и Р, >р, то обе разности, стояшие в скобках, по- 
ложительные числа. Нсли же сумма положительных чисел стремится к 
нулю, то каждое слагаемое и полавно, будучи меньше суммы, стремится 
к нулю. Итак: (Р—р‚))—0; (р. — р —0. 

Поэтому ($ 309, 2) пред. Р==пред. р, и пред. Р, == пред. р, т. е. 

=. 

Теперь мы можем высказать следующее определение: общий 
предел, к которому, при неограниченном удвоении числа сторон, стре- 
жиятся периметры правильных многоугольников как вписанных в окруж- 
ность, так и описанных около нее, принимается за длину этой окруж- 
ности. 

312. Отношение длины окружности к ее диаметру. Пусть имеем 
две окружности с радиусами К и Ю.. Впишем в ту или другую окруж- 
ность какие-нибудь одноименные многоугольники. Пусть их периметры 
будут р ира. Тогда, вследствие их подобия: р:р.==Ю:КЮ.. 

Обозначим длины этих окружностей через С и С, и положим, что 
р=Ср—аи р. =С, —0в.. Подставим эти разности в пропорцию: 

(С— а) : (С; —а;) =А:А.. 
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Пусть все величины, входящие в эту пропорцию, выражены числами. 

Тогра пропорция становится числовою, и мы можем из нее вывести: 
(С— а) Ю, = (С, —ча,) Ю, т. е. СЮ, — «К =С.Ю — а В, 
откуда: СЮ, — С.Ю ==аЮ, —щ В. 

Вообразим теперь; что число сторон вписанных многоугольников не“ 
ограниченно удваивается. Тогда переменные периметры р ир‚, будут 
стремиться к своим пределам Си С„, и потому числа а и а, будут 
стремиться к нулю; равенство же, выведенное нами сечас, сохраняется 
при всяких значениях чисел а и а. Левая часть этого равенства есть 
разность постоянных чисел; такая разность равна или нулю, или 
какому-нибудь другому постоянному числу. Значит, и правая часть ра- 
венства должна быть равна или нулю, или другому постоянному числу. 
Но разность переменных чисел, из которых каждое стремится к нулю, 
не может равняться никакому постоянному числу, отличному от нуля; 
значит, необходимо, чтобы эта разность равнялась нулю. Тогда 


СЕ, — С.Ю, 


откуда С: С, =Н:А, (ч. 1 $ 94). 

Умножив оба члена второго отношеиия на 2, мы не изменим этого 
отношения; следовательно: С: С, =2Ю:2Ю, откуда: С: 28 =С,:2Ю,, 
т. е. отношение длины окружности к ее диаметру есть число постоян- 
ное для всех окружностей. 

Число это, обозначаемое греческою буквою т, равно 3,1415... 

Из равенстьа С:2Ю==м выводим: С==2кА. 

313. Плонталь круга. Пусть 4, ри @ будут площадь, периметр и 
апофема какого-нибудь правильного многоугольника, вписанного в круг 


1 
радиуса Ю. Тогдг, как известно, Ч==5 ра. 


Если станем нс ›. раниченно удваивать число сторон этого многоуголь» 
ника, то величины 9, р и а сделаются переменными, причем р стремится 
к пределу, называемому длиною С окружности, а а стремится к А. Так 
как предел произведения равен произведению пределов, то 


пред. 4 == пред 5 р пред. а = - СВ. 


Этот предел прлнимастся за меру площади круга. Подставив вместо 
С произведение 2=Ю, найдем: площадь круга == яА®, 

314. Боковая поверхность цилипдра и конуса. Пусть р из будут 
периметр и апофема правильного мпогоугольника, вписанного в окруж- 
ность основания цилиндра или конуса, Н — высота цилиндра и Г, — обра- 
зующая конуса. Впишем в цилиндр призму и в конус пирамиду, приняв 
за их основапия правильные многоугольники, вписанные в окружность 
основания. Тогда: 


д 


боковая поверхность призмы ==рН;: 
1 
м $ пирамиды == 5 р, 


где { есть апофэма вписанной пирамиды. Вообразим теперь, что число 
сторон вписанього многоугольника (следовательно, и число боковых сто= 
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Рон призмы и пирамиды) неограниченно удваиваются. Тогда р стремится 
к Сик 2; следовагельно: 


предел боковой поверхности призмы == СИ; 


* ы » пирамиды —= в 


Пределы эти принимаются за численные величины боковых поверхно- 
стей цилиндра и конуса. 
315. Объем пирамиды. Пусть 5АВС (черт. 66) будет трехгранная 
пирамила. Обозначим ее объем через У, площадь основания Ри высоту Н 
(она изображена отдельно). Разделим вы- 
‚5 соту на п равных частей (на чертеже вы- 
сота разделена на 6 равных частей) и через 
точки деления проведем секущие плоскости, 
параллельные основанию АВС. В сечениях по- 
лучатся треугольники, подобные АВС и пло- 
щади которых относятся между собою как 
квадраты их расстояний от вершины пира- 
миды. Беря каждый из этих треугольников 
‚ за основание, построим, как видно из чер- 
тежа, ряд трехгранных призм, выходящих 
некоторою своею частью за пирамиду и имею- 


1 
щих высоту #Н —а. Всего таких призм, 


Черт. 66. очевидно, окажется п. Сумма их объемов, 

конечно, больше объема пирамиды. Докажем, 

что при неограниченном увеличении ий эта сумма стремится к пре- 
делу, равному объему У пирамиды. Для этого, беря каждый треуголь- 
ник сечений за верхнее основание призмы, построим еще ряд призм, 
входящих внутрь пирамиды (на чертеже их боковые ребра изобра- 


жены пунктирными линиями) и имеющих каждая высоту =Н= а. Таких 


призм окажется, очевидно, п— 1, Сумма их объемов менее объема пира- 
миды, так что величина объема пирамиды У заключена между суммой 
7—1 объемов призм входящих и суммою и объемов призм выходящих. 
Поэтому, если мы докажем, что разность между этими двумя суммами 
стремится к нулю, когда число п делений высоты (следовательно, и число 
призм) неограниченно увеличивается, то отсюда заключим, что У есть 
общий предел двух этих сумм. 

Сравнивая призмы выходящие с призмами входящими, замечаем, что 
первая сверху выходящая призма равна первой сверху входящей призме, 
вторая выходящая равна второй входящей, и т. д. до предпоследней 
(п — 1)-й выходящей, которая равна последней входящей. Поэтому раз- 
ность между суммою объемов выходящих и суммою объемов входящих 
призм равна объему одной выходящей нижней призмы, т. е. равна про- 
изведению Ра (так как объем призмы равен произведению площади 
основания на высоту). При неограниченном увеличении числа делений и 
число а==Н: п стремится к нулю, а потому и произведение Ра стре- 
мится к нулю. Но так как разность между суммою объемов выходящих 
призм и объемом У пирамиды, очевидно, меньше разности между суммою 
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. 


объемов выходящих призм и суммою объемов входящих, то первая раз- 
лость и подавно стремится к нулю; а это значит, что У есзь общий 
гредел суммы объемов выходящих призм и входящих. 

Найдем теперь сумму всех объемов выхолящих призм и затем пре- 
дел этой суммы, который и будет служить численною величиною объема 
пирамиды. 

Обозначим объемы выходящих призм, начиная с верхней, буквами 
9, 95, 93›...0,, а площади их оснований буквами ру, р», Рз,.--Риь 
Р,==Р==пл. АВС. Тогда: 


Се р РЕД ФР... 0, == р, а. 
Следовательно: 47 | 7”: - 5} В о т, =а(р: НР Рз-|.. м 
А р ри _ @-— 0 

р — (а = р а’ р, с 
= . Поэтому: 

|< а 2 82. (п — 1) 

: рей 1 — Ри. а } Ра Ри * Я} Рз — Риз Е ый 7 ие * 

у 2. Добавим к этим равенствам еще одно: р, = Ра ия > И сложим все их: 


Р-Р Е Рз Е *** РР == Ра рее ке. 
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Так как 142-88... = Пе. (. $244), 


<. 


то --. ар, ЕО — —=Р» 9 ети 
— рн ®-Е № @ |, 
би? 
(так как р, =Р и ав=Н). : 


Дробный множитель, стоящий в этом выражении, может быть пред- 
ставлен так: 


Нины 


Отсюда видно, что предел этого множителя, когда и неограниченно 
увеличивается, равен 


1 2 1 
Е, 
Следовательно, У == пред. <, - ч, | 93 - --- -э,) = РН 5 — 


1 
=- РН, т. е. оббем пирамиды равен, адной -трейи произведения ко 
| 


щади основания на высоту. " т И п. 


Теорему эту можно распростр пит на всякую ^ мнологранную пира- 
миду, так как такую пирамиду диагонилеНЫМи о 


2 Элементы алгебры п анализа, ч. |. 


316. Объемы цилиндра и конуса. Рассматривая эти объемы как пре- 
делы объемов правильных вписанных призм (для цилиндра) и пирамил 
(для конуса), мы найдем: 

объем цилиндра = ОН, 


„ конуса = = ОН, 


гле О есть площадь основания и Н — высота. 

317. Объем шара. Чертеж 67-й представляет вертикальный разр:з 
полушария, радиус которого обозначим К и объем У. Разделим радиус, 
перпендикулярный к плоскости основания, 
на произвольное число п равных частей и 
через точки деления проведем секушие 
плоскости, параллельные основанию. При- 
няв каждый круг сечения за нижнее осно- 
вание пилиндра, построим и цилиндров, 
выходящих некоторою частью из шара, 


1 
высотою каждый в > Ю == «а. затем, приняв 


Черт. 67. 


каждый круг сечения за верхнее исно- 
вание цилиндра, построим еще ряд цилиндров, входящих внутрь шага, 


1 
с высотою у каждого в > Р==а. Таких цилиндров будет п — 1. Обозна- 


чим объемы выходящих цилиндров, начиная спизу, бугвами: х:, ®.. 
9,...9,. Тогда объемы входящих цилиндров будут, очевидно, начт!- 
ная опять снизу: 9, 9, 9... 9» и разность между суммою выходящих Цци- 
линдров и суммою входящих равна одному объему 9: =—=А?а. Если во- 
образим, что число делений и неограниченно увеличивается, то число 


а —=—_ Ю будет стремиться к нулю. А так как объем полушария меньше 
п 


суммы объемов выходящих цилиндров, но больше суммы объемов вхо- 
дящих, то разность между первою суммою и объемом полушария У, 
а также и разность между У и второю суммою, и подавно будет стре- 
миться к нулю. Из этого заключаем, что объем У есть общий предел как 
суммы выходящих цилиндров, так и суммы входящих. 

Найдем теперь сумму объемов выходящих цилиндров. Обозначив 
радиусы оснований этих цилиндров, начиная с нижнего, буквами и, =8; 
7) ть. Г» Мы будем иметь: 


ор... Роза ив. ”. - 
Из чертежа усматриваем: . 
В К; В= К — 9; п Ка — (2); +. ‚== № — (и — ШоЁ. 
Следовательно: 


п - == — а? [18-23-38 --.-.--@— 1) = 


и. -- °.-| -.- Чая | ая ®#—П ни и | 
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Но вап —=Ю и «==- 


? 


о 
72 


8 (п 1)п(и—1 
поэтому: , -- 9 -- +... о „==| ^ ю—\. С а › |= 
— дз (1— 1 ыы п. м) == ›(:- 1 п—1. и 

6 п п п 6 Г п 
Найдем теперь предел этого выражения, если п —+ с: 
пред. а (1(—=) —1 


1 
пред. — — пред. ( = =.) = 2. 
1 
о пред. (а -Н о +: 9, == (1 В 1-2) = 
== з АЗ. 


4 4 2\$ 1 

Отсюда: объем шара ==2У==-.- п — т ( = ®ДЪ, 
где ДД означает диаметр шара. 1) 

318. Поверхность шара. Эту поверхность можно найти как прелел поверх- 
хости, производимой вращением правильной ломаной линии, вписанной в полу- 
‹ кружность, вокруг диаметра этой полуокруж- 
пости.?) Но если предварительно найдена фор- 
мула, выражающая объем шара, то величину 
поверхности шара можно найти весьма просто. 
Для этого можно воспользоваться таким про- 
тым рассуждением (не вполне впрочем, строгим). 

Вообразим, что вся поверхность шара 
(черт. 68) разделена на очень большое число ма- 
теньких участков (произвольнои формы) и что 
из всех точек контура каждого участка прове- 
дены к центру радиусы. Тогда шар разобьется Черт. 68. 
ла очепь большое число маленьких тел, из ко- 
торых каждое можно уподобить пирамиде с вершиною в центре шара, с основа- 
нием, раввым участку поверхности шара, и с высотою, равною радиусу шара. 


Объем каждой из этих пирамидок равен 5, если $ означает поверхность 
участка и А радиус шара. При сложении объемов всех пирамидок можно вы- 
нести за скобки общим множителем А, тогда внутри скобок получится сумма 
всех участков, которая составит полную поверхность $ шара. Значит, объем шара 
равен 5 55. Но так как, с другой стороны, тот же объем шара равен 9 де, то 


мы можем написать уравиение; 


4 1 
8 = А откуда: 5=5 = А: з В = 4=Р®. 
Так как п? выражает площаль большого круга шара, то можно сказать, что 
поверхность шара равна учетверенной площади большого круга. 


1) Таким же путем можно найти объем сферического слоя и объем сфериче 
ского сегмента. 
2) См. А. Киселев — „Элементарная геометрия", $$ 424 — 429, 
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ОТДЕЛ ПЯТНАДЦАТЫЙ. 
ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИИ. 


1. Подъем прямой и кривой. 


319. Полъем прямой. Подъемом какой-нибудь прямой СР 
(черт. 69) по отношению к горизонтальной прямой АВ называется иногда 
угол а, образуемый этими прямыми; 

"”, 7) напр., говорят: „дорога идет в гору 
с подъемом в 57“. Но чаще подъем 
выражается не самим угом а, а его 
тангенсом. Для нахождения вели- 

чины тангенса вообразим, что на пря- 


1 
м 


Е мой СД мы взяли произвольную точ- 
А прое ку М и из нее провели ММ АВ. 
С МММ Тогда из треугольника МЕЛ нахо- 
. Черт. 69. дим ВИ 
ЕМ ` 


Точку М можно брать на прямой СО произвольно, так как если возь- 
мем другие точки ММ", .. ., то, проведя перпендикуляры М’, М"М№", мы 


получим подобные треугольники, из которых видно, что = Мм = 
ЕМ ЕМ 
мм№" , 
Ем" = ... Если, напр., ММ = 1/1 ЕМ, ТИ ММ = д ЕМ№, ММ" = 


—=1/ и ЕМ№" и т. д.; тогда можно сказать, что пджъем прямой СР равеи 
Ис (или, что все равно, равен 1 м на протяжении 100 2 по горизон- 

тальному направлению). 

- На чертеже 70 изображена прямая СО, тоже наклонная к горизон- 

тальной прямой АВ, но идущая (слева направо) не вгору, а вниз. Тогда 

речь может итти не о 

подъеме прямой СД, а об (7. м 

ее уклоне. Уклон этот 

тоже измеряется Чаще всего 

тангенсом угла а, образо- 


ванного СР с АВ, так что ре [© В 
№ Е 
— № Е 
уклон равен ^ р 
Можно условиться рас- Черт. 70. 


сматривать уклон как от- 

рицательный подбем; тогда, если ММ№М==1/, ЕМ, то можно сказать, что 
уклон прямой СД равен 1/., или, другими словами, что подъем прямой СО 
равен — №. 

Очевидно, что, когда прямая СО не наклонна к АВ, а параллельна ей 
или сливается с нею, тогда подъем равен нулю. 

Положим теперь, что горизонтальная прямая будет ось х-ов (черт. 71). 
Тогда подъем прямой СО будет тангенс угла а, образованного этой пря- 
мою (продолженной, если нужно) с положительным направлением оси х-ов. 
Этот подъем можно найти и не продолжая СО до пересечения с осью х-ов. 
Для этого возьмем две какие-нибудь точки на прямой СР (черт. 71), напр., 
М и М, проведем их ординаты ММ№ и ММ№ и прямую МР] О- Тогда 
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мы получим прямоугольный треугольник ММ’Р, у которого угол М равен а. 
Следовательно подъем прямой СО равен отношению М'Рк МР. Отрезок МР, 
равный МА, показывает, насколько увеличилась абсцисса ОМ при пере- 
ходе от точки М к точке М’ отрезок М’Р показывает, насколько при 
этом переходе увеличи- 
лась ордината ММ. Зна- 
чит, отрезок МР, рав- 
ный МА, есть прира- 
щение абсциссы, полу- 
ченное ею при переходе 
от точки М к точке М’, 
а МР — прираще- 
ние ординаты, соот- 
ветствующее прираще- 
нию абсциссы на ММ№. 
Конечно, если абсциссе 
ОМ дадим иное прира- Черт. 71. 

щение, напр. ММ", то и 

ордината ММ получит иное приращение М”Р’, но тангенс угла а по- 
прежнему будет отношение М”Р’к №№". Таким образом: 


приращению ординаты 
приращение абсциссы 


подъем прямой = 


в предположении, что эти два приращения соответствуют друг другу. 

Если прямая СО образует отрицательный подъем (черт. 72), то при 
положительном приращении абсциссы ОМ на отрезок №МА приращение 
ординаты будет отрицательное, а 
именно — ОМ’ = — МР. Тогда 
отношение отрицательного прира- 
щения ординаты к положительному 
приращению абсциссы будет число 
отрицательное, что и должно быть, 
так как уклон есть отрицательный 
подъем. 

Положим, для примера, что 
прямая СДО есть график такой ли- 


нейной функции: у == — з х--2. 
Черт. 72. Дадим абсциссе х произвольное 
значение, напр. х == 4; тогда функ- 
цияу будет равна: у = — 5 . 4 +2=—3 Ё ==. 
Пусть теперь абсцисса 4 получит какое-нибудь приращение, напр. 1. 
Тогда ордината у будет: уэ=—= «5-2 ==— > -2= + 
и следовательно приращение у окажется 1/3 — /, == — 1/. 
Поэтому подъем равен = —-- : . 
Гак оно и должно быть, потому что из уравнения прямой: у ==—1/. х--2 


видно, что угловой коэффициент есть —1/, а коэффициент этот. 
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будучи равен тангенсу угла, образованного прямою с положительным напра- 
влением оси х-ов, выражает подъем прямой (в данном случае уклон). 
320. Общее опренлеление касательной к кривой. Возьмем на кри- 
вой, изображенной на черт. 73, какие-нибудь две точки А и В и про- 
ведем через них секущую ДАР. Вообразим, что точка В, двигаясь по кри- 
вой, проходит через положения В., В... и приближается к точке А. Тогда 
секущая АР будет занизать последовательно положения АР., АР.... Если 
допустим, что точка В приближается к А неограниченно близко, то секу- 
щая приближается все более и более к некоторому предельному поло- 
жению АО так, что угол между прямою АС и секущей делается и остается 
меныпим любого данного угла, как бы мал он ни был. Это предельное 
положение секущей называется касательной к кривой в точке А. 
Вспомним, что когда в геометрии говорилось о касательной к окруж- 
ности, то там она определялась как такая прямая, которая с окружностью 
имеет только одну общую точку. Это определение, верное относительно 
окружности, применимо однако неко всякой кривой. Во-первых, прямая, 


Черт. 73. Черт. 74. 


имеющая с кривой только одну общую точку, может в этой точке пере- 
секаться с кривой (незамкнутой, какова, напр., парабола); во-вторых, пря- 
мая, касающаяся с кривой в какой-нибудь точке, может, кроме этой точки, 
иметь с кривою еще и другие общие точки (ках это вилно на чертеже 74). 
Определение, рассматривающее касательную, как прэдельное положение 
секущей, есть общее определение касательной, так как оно применимо 
ко всякой кривой. 

321. Подъем кривой. Возьмем на кривой, изображенной на черт. 75, 
две какие-нибудь точки М и М’и проведем через них секущую МР. 
Подъем этой секущей выразит нам то, что называется средним подъ- 
емом кривой на участке ее от М до М'. Вообразим, что точка М’ неогра- 
ниченно приближается к М. Тогда секущая будет все ближе и ближе под- 
ходить к касательной /Л/©, проведенной к кривой в точке М, и средний 
подъем кривой все ближе и ближе будет подходить к равенству с полъ- 
емом касательной. Условимся принимать подьем касательной, проведен- 
ной к кривой, за подьем самой кривой в точке касания. 

322. Подъем параболы у==лх?. Положим, что кривая будет парабола, 
выражаемая уравнением у==х?. Вычислим подъем ее в точке М (черт. 76), 
у которой абсцисса равна 1. Тогда ее ордината будет ЛМ == О№ = 1? == 1. 
Чтобы найти подъем кривой в точке /М, предварительно вычислим сред- 
ний подъем на участке от точки М до какой-нибудь другой точки М’, у 
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которой абсцисса ОМ =ОМ-|- ММ и ордината ММ ==РМ№ -- М'Р = 
—ММ№-- М'Р. Чтобы перейти от М к М', надо абсциссе ОМ дать прираще- 
ние МЛ”; тогда ордината получит соответствующее приращение МР и 


е ей равен — ТР 
подъем секущей раве МР = М\° | 
Пусть №ММ№' == 0,9. Тогда ОМ =1- 0,9 ==1,9 и ММ == 1,9% = 3,61. 
2,61 
Значит, М'Р = 3,61 — 1 =2,61 и подъем секущей равен 9 2,9. 


Станем теперь уменьшать приращение №", приближая его к нулю: 
тогда точка М’ будст приближаться все ближе и ближе к точке М, и 


1 
< 


9 


5 


Черт. 75. Черт. 76. 


средний подъем кривой будет приближаться к равенству с подъемом кри- 
той в точке /1 (с подъемом касательной в точке /М). Будем, напр., дзя ММ№ 
‘азначать такие последовательно уменьшающиеся числа: 

0,9; 0,8; 0,7; 0,6; 0,5;... 0,1. 


Выпишем все числа, которые при этом получаются, в такой таблице: 


ММ =(0№).. 


МР=ЕММ — т" 


МР | 
ыы ММ *- 129. 28] 27 


Мы видим из этой таблицы, что по мере приближения точки М'’к 41 
подъем секущей все уменьшается, приближаясь все болсе и более к числу 2 
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так что весьма вероятно, что подъем секущей (средний подъем кривой) 
стремится к пределу 2, когда приращение №№ —+0. Если это так, то 
подъем параболы в точке М, имеющей абсциссу 1 и ординату 1, равен 2. 
Мы сейчас увидим, что это действительно так. 

Положим, мы взяли на параболе (черт. 77) точку М, у которой абс- 
цисса не 1, как мы сейчас предположили, а какое-нибудь иное число х 
единиц. Тогда у этой точки ордината тоже 
будет не 1, а число у, определяемое уравне- 
нием у == 5%. 

Дадим числу х приращение, которое мы 
обозначим одною буквою й, так что теперь 
абсцисса сделается ОМ ==х-|-Й. Тогда у по- 
лучит приращение М'’Р, которое обозначим А. 
Из чертежа видно, что 


Е = ММ№ — ММ == (х -- В — х? = 
же -- 2х - 1? — х == 21х-- 1? и подъем 
Е __ 21х-- 1% 


секущей == == = 2х #. 


Положим теперь, что й—-0, следова- 
тельно, точка М’ неограниченно приближается 
к М, Найдем предел, к которому при этом 


Е 
стремится отношение —_, равное сумме 2х-- Ё. Так как х остается без 


изменения, то очевидно, что если # —*0, то 2х й—-2х. 

Значит, подъем параболы в точке с абсциссой х равен 2х. Например, 
для точки с абсциссой 1 подъем будет 2.1==2, что мы и предвидели, 
когда вычисляли подъем для уменышающихся приращений: 0,9; 0,8; 0,7;... 
0,1. Для точки с абсциссой 2 подъем будет 2.2==24, для точки с абсцис- 
сой 21/, он окажется 21/,-2=5 ит. п. 


И. Понятие о производчой функции, как выражающей подъем 
кривой. 


323. Определение и обозначение. Мы видели в предыдущем пара- 
графе, что подъем кривой зависиг от величины абсциссы той точки, в 
которой определяется подъем: он есть некоторая функция от абсциссы х. 

Функция, выражающая подгем кривой в какой-нибудь точке ее в зави- 
симостя от абсциссы этой точки, называется производной функ- 
цией от той функции, которая выражает эту кривую. 

Так, длт параболы у==х?, как мы видели, подъем кривой в точке 
с абсциссой х равен 2х; эта фуикция 2х называется производной (функ- 
цией) от функции х?. 

Произволную функцию принято обозначать посредством знака’, поста- 
вленного с правой стороны над выражением той функции, от которой 
берется производная. Так, если функция обозначена одною буквою у, то 
производная от нее обозначается у’; если функция задана каким-нибудь 
‚алгебраическим выражением, то производную можно обозначать тем же 
выражением, но со знако '’. Так, можно написать: (х°)' == 2х, что читается 
гак: производная от х® равна 2х. 
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324. Производная от постоянного числа. Пусть функция задана 
уравненисм: у=с, где с есть какое-нибудь постоянное число. Урав- 
нение это, как мы знаем (ч. [, $ 117), выражает прямую, параллельную 
оси х-ов и отсекающую от оси у-ов отрезок с (черт. 78). Подъем такой 
прямой во всякой точке ее равен нулю; значит, с'==0, т. е. производная 
от постоянного чпсла равна нулю. 
у=х 


ом м' 
Черт. 78. Черт. 79. 


И действительно, какое бы приращение # мы ни дали абсциссе х, орди- 
ната у остается неизменной (равной с); значит, приращение Ё ординаты 


всегда равно нулю, а потому и отношение В при всяком й равно нулю. 


325. Производная от функции у—==х. Функция эта выражает, как мы 
видели (ч. Г, $ 111), биссектрису угла между осями координат (черт. 79). 
Для такой прямой при всякой абсциссе х =ОМ соответствующая орди- 
ната ММ№ равна этой абсциссе и при всяком приращении # абсциссы соот- 
ветствующее приращение ординаты А будег также Й (треугольник МРМ 
равнобедренный). Следовательно, 


й == ры —=1 
подъем прямой == р 

Таким образом: х’==1, т. е. производная от переменного независи- 
мого равна 1. Это же видно и из уравнения у==х, в котором угло- 
вой коэффициент, выражающий 
подъем, есть 1. 

325. Производная от функ- 
ции у=ах. Эта функция вы- 
ратает прямую АЛ’ (черт. 80), 
проходящую через начало ко- 
ординат (ч. № 5 109). Если 
абсцисса ОМ, равная х, получит 
приращение № =, то у по- 
лучит приращение А, равное: 

Е—=МР=ММ — ММ — 

==а (х--й) — ах=ай. Черт. 80. 

| в ай 

Значит, подъем = (ах) а. =а, т. е. производная от функции 

‘у==ах равна углозому коэффициенту. 
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327. Производная от функции у=ах -- В. Эта функция выражается 
прямой ВБ’ (черт. 80), отсекающей от оси у-ов отрезок 6 и имеющей 
угловой коэффициент а. Если дадим абсциссе а приращенне #, то орди- 
ната у получит приращение А, равное 


в = [а(х НВ --В — (ах-- 6) =ах-- ай-- 6 — ах—6==ай. 


Е _ ай 
Следовательно (ах -|- 5)’ = подъем == р == р ==@, что и нало было ожи- 


дать, так как подъем прямой во всякой ее точке ревен угловому коэффи- 
циенту. 

Обратим внимание на то, что в этом примере производная от суммы 
ах -|- 6 равна сумме производных от слагаемых. Действительно, (ах)' = а, 
в =биа--0==2; а эго есть (ах -- 5)". 

328. Производиая от Функции у==ал”. Эта функция геометрически 
выражается, как мы знаем (ч.Т, 5 158), параболой. Чтобы найти подъем 
этой параболы в точке с абсциссой х (черт. 77), дадим этой абсциссе 
приращение #; тогда ордината у получит приращение А == а (х -- #)* —ах== 
==ех?-|- 2айх -- ай? — ах? == Зайх-|- ай. 

Следовательно, средний подъем параболы у == ах? на участке от точки 
с абсциссой х до точки с абсциссой х--й, будет 


з 
; = —— —2ах-| ай. 


Если й—+0, то и ай —-0, а 2ах остается без изменения; сле- 


г Г 
довательно, подъем будет: (ах”)' == пред. —} == пред. (2 ах-- ай) =2ах. 


Таким образом, производная от одночлена ах? равна показателю 
при х, умноженному на такой же одночлен, у которого только пока- 
сатель уменьшен на 1. Так: 


(= 2х; (2^) =4х; (3х°’ == 6х; ит. п. 


Ш. Общие обозначения. 


329. Общее обозначение функциональной зависимости. Чтобы 
кратко обозпачигь, что переменное число у есть функция от переменного 
независимого числа х, принято писать так: у==ХКх). Здесь буква } есть 
первая буква французского слова „/омсНоп“, что значит: „функция“. 
Следовательно, равенство это читается так: у есть функция от х. Какая 
это функция, этим обозначением не выражается; выражается только, 
что у есть некоторая функция от х. Напр., в частных случаях может быть: 


Их) ==3х; Кх) ==; Кх)==а^х; Хх) = —2х-|-5 ит. п. 


Вместо { иногда употребляются буквы Р, ® Ф и некоторые другие. 
Если, пвапр., написано: у==Жх), и==Е(Х), то этим выражено, что пере- 
менные числа уи й суть некоторые функции от одного и того же пере- 
менного числа х, но функции эти различны. 

Если функция обозначена /(х), то ее производную можно обозна- 
чить Ё(х). Так, из равенсгва: Хх) ==ах* выводим: }(*)=2ах. 

330. Общее обозиачение приращений. До сего времени мы обозна- 
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чали приращение переменного независимого числа х1) буквою й, а соответ- 
ствующее приращение самой функции у буквою А. Принято также обо- 
значать слово „приращение“ греческою буквою А (дельта), поставленною 
перед обозначением того переменного независимого или той функции, 
которая получает приращение. Так, Ах означает: „приращение числа х“; 
равным образом АХ(х) означает: „приращение функции Хх)“. Значит, в 
таких обозначениях буква А не означает числа, а заменяет слово „прира- 
щение“, подобно тому, как в выражении Хх) буква / не означает числа, 
а только слово „функция“. 

331. Определение производной как предела отношения прираще- 
ний. Пусть функция у==Дх) изображена посредством координатных осей 
в виде кривой (чертеж 81) и пусть на 
этой кривой взяты две точки /М(х, у) 
и М(х- Ах, у-- Ау). Тогда на 
участке кривой от точки М до М 

Й — Ау 
средний подъем ——_. 

Предел этого среднего подъема, 
когда Ах—+0, зсль подъем кривой 
в точке М (подъем касательной МТ) 
и называется, как мы говорили, 
производной функцией от Хх). Зна- 
чит, мы можем написать: /'(х)= 


Черт. 81. 


А 
== пред. >, если Ах —-0. Так как Ду—=ДИКх-№ Ах) — Цх), то это ра- 
венство можно переписать так: 


Жх-Е Ах) — Их) 
Ах 


Таким образом можно высказать следующее определение произ- 
водной: производной функцией от функции (Хх) называется предел, к 
которому стремится отношение приращения этой функции к соответ- 
ствующему приращению переменного независимого х, если это послед- 
нее приращение стремится к нулю. 

332. Производная от произведения постоянного числа на функ- 
цию. Пусть у =а/КхХ), где а есть постоянное число и Кх) какая-нибуль 
функция. Согласно данному сейчас определению мы будем иметь; 


а/(х - Ах) — а/(х) 
Ах 


ЯС) = пред, ‚ если Ах—>0. 


[а/с = пред, 


1 (х Е Ах) —1(®) 
Ах 


(если Ах —0) = 


Ле А —7 (<) 
А 


Хх 


== пред. а 


==а пред. 


==а/(х) 


что можно высказать так: производная от произзедения какой-нибудь 
функции на постоянное число равна произведению этого постоянного 
числа на производную от функции. 


Напр., (ах ж=ах’ =а.1==а; (ах”) =а(х3) =а.9х=9ах 


*) Аргумента функции, 
2 


333. Производная от алгебраической суммы. Мы уже видели раньше 
($ 327), что (ах 6)' ==(аху |+ =а-0=а, т.е. что производная от 
суммы равна сумме производных от слагаемых. Убедимся теперь в общ- 
ности этого свойства. Пусть и, ® и ® будут какие-нибудь функции от од- 
ного и того же переменного независимого х и пусть у есть алгебраическая 
сумма этих функций, напр., такая: у==и--о— чо. Если х получит при- 
ращение Ах, то функции и, 9, % и у получ& некоторые приращения Ди, 
Ао, Ато и Ау, причем, очевидно, что в нашем примере: Ду == Аи -|- Ао — Ам. 


А А 
Следовательно ду Аи | 9 т 


Так как предел алгебраической суммы равен той же сумме пределов сла- 
гаемых, то когда Ах — 0: 


А ди А Ач , 
пред. к = пред. ^;-[- пред. ду — Пред. у, т. ©. У=жио—щ. 
Таким образом: производная от алгебраической суммы равна той 
же сумме производных от слагаемых. 
Пользуясь этим свойством, мы легко можем найти производную от 


трехчлена 2-й степени. Напр.: 
1) (22 --5х — 3) = (2 (5х) — (3) =4х-5—0=4х-р 5. 
(ур 2) == ах =, 2х + 0=х. 


1\У. Признаки возрастания и убывания функций. Признаки вогну- 
тости и выпуклости кривых. 


334. Махипит и питит. Положим, что функция у==Дх) графи- 
чески изображается в виде некоторой непрерывтой кривой ММ (черт. 82). 
Рассматривая эту кри- 
вую, мы видим, что 
когда х возрастает (по- 
ложим, от нуля), функ- 
ция сначала возрастает 
до некоторого значе- 
ния (а) при х==а, а 
потом убывает. Тогда 
значение Ка) назы- 
вается пажмтит функ- 
ции, или ее наи- 
большим — значе- 

Черт. 82. нием; при этом разу- 

меется, что это значе- 

ние не есть иаиболыцее из всех возможных значений, а только из 

всех значений, соседних с Га) как справа, так и слева. Из того же 

чертежа видно, что при дальнейшем возрастании х функция убывает до 

некоторого значение (2) при х=, а затем возрастает. Тогда значение 

КБ) называется мёийтит функции, или ее наименьшим значе, 

нием, причем опять-таки разумсется, что это значение не есть наимень- 

шее из всех возможных, а только из всех соседних значений как справа, 
так и слева. 

Иногда случается, что при возрастании х от-— со до-№ со функция 
все возрастает, или все убывает, или же остается неизменной; тогда 
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функция не имеет ни тахйпит, ни тиитит. Таковы, напр., линейная 
функция у==ах -- 6, показательная функция у==а” (ч. |, черт. 61) и ло- 
гарифмическая функция у = ю%, х (ч. Г, черт. 62). 8 

385. Признаки возрастания и убывания функций. Если при воз- 
растании х функция /(ху’тоже возрастает (такая функция называется воз- 
растающей), то, как видно из чертежа 83, касательные, проведен- 


Возрастающая функция. 


РЯ 
"Е 


ные к кривой, изображающей функцию, образуют с положительным напра- 
влением оси х-ов острые углы, причем для некоторых отдельных (осо- 
бых) точек кривой (напр., для точки, указанной кружком, чертеж 88, 
правый) касательная может образовать и угол в 0. Если же при возра- 
стании х функция убывает (такая функция называется убывающей), 
то касательные (черт. 84) образуют с положительным направлением оси 


Убывающая функцня, 


х-ов тупые углы, причем для некоторых отдельных точек кривой ка- 
сательная может образовать и угол 0? (черт. 84 ‚› правый). Так как тан- 
генсы острых углов положительны, а тупых — отрицателёны, и тангепсы 
углов, образованных касательными с положительным направлением оси 
х-ов, равны производным, то мы приходим к таким выводам: 

1) Если Кх) при изменении х между какими-нибудь границами есть 
функция возрастаю щая, 10 ее производная для значений х, лежащих 
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между этими границами, положительна, причем для отдельных зна- 
чений х она может равняться нулю (черт. 83). 

2) Если х) при изменении х между какими-нибудь границами есть 
функция убывающая, то ее производная для значений х, лежащих 
между этими границами, отрицательна, причем для отдельных зна- 
чений х она может равняться нулю (черт. 84). 

3) Наконец, если (х) при изменении х между какими-нибудь грани- 
цами не изменяется (есть постоянное число), то ее производная для зна- 
чений х, лежащих между этими границами, равна нулю, так как про- 
изводная постоянного числа есть_нуль- 

Заметив все это, мы можем высказать и обратные предло- 
жения: 

1) Если при изменении х между какими-нибудь границами производ- 
ная положительна (причем для отдельных значений она может равняться 
нулю), то функция между этими границами возрастает. 

2) Если при изменении х между какими-нибудь границами производ- 
ная отрицательна (причем для отдельных значений она может равняться 
нулю), то функция между этими границами убывает. 

8) Если при изменении х между какими-нибудь границами производ- 
ная остается равной нулю, то функция равна постоянному числу. 

Из черт. 82 видно, что если при некотором значении х—=а 
(или х==6) функция у==Дх) имеет наиболышее или наименьшее значе- 
ние, то касательная к кривой, изображающей функцию, проведенная че- 
рез точку с абсциссой а (или 6), параллельна оси х-ов (другимн сло- 
вами, образует с нею угол в 07); следовательно производная функция 
при х=а (или х=Б) должна равняться нулю. Но так как производная 
может равняться нулю и в других случаях (черт. 83, правый, или черт. 84, 
правый), то обратное предложение нельзя считать верным, т. е. если при 
иекотором значении х —а производная равна нулю, то из этого одного 
еще не следует, чтобы при х==а функция имела наибольшее или наи- 
меньшее значение. 

Для примера приложим все сказанное к такому трехчлену второй 
степеии: = 2х —8х 1. 

Производная этого трехчлена для всякого значения х равна: 


у’ =4х— 3. 


Чтобы узнать, для каких значений х эта производная положительна 
н для каких отрицательна, надо рещить два неравенства: 


1) 4«—3>>0, откуда =>: 2) 4х—3< 0; откуда «<. 


Значит, для всех значений х, больших 3/,, трехчлен возрастает, а для 
всех значений х, меныших 3/, он убывает. Следовательно, при х==%/, 
трехчлен переходит через наименьшее значение, которое равно: 


она 


Следующая таблица и чертеж 85 наглядне изображают процесс из- 
менения данного трехчлена: у = 2х? — 3х 1. 


80 


Возьмем еще трехчлен в общем 


виде; 


у=ам-рх-| с. 


Производная этого трехчлена рав- 


на ‘у ==2ах В. 


Решим теперь два следующих не- 


равенства: 
1) 2ах--Ь>>0, откуда: 


Ь 
х > 5+ если а>0и х<— 


если‘ а << 0; 
2) 2ах - < 0; охкуда: 


а’ 


[2 [2 
х<— 5, если а `>0и х>—5 


если @< 0. 


Значит, если @`>0, то трехчлен возрастает при х> — 


Ь 
вает при х<—5э; 


[2 
убывает, а при о - он возрастает. 


и 1/5 З/ 1 Ир и аа | 2 214 
9) | о |1 || 3 м 


Черт. 85. 


од’ И убы- 


| 
если а< 0, то, наоборот, при х>—=5 трехчлен 


[2 
Отсюда следует, что при т. трехчлен получает наименьшее 


значение при а > 0 и наибольшее при а<_ 0; и то и другое равно: 


А Ь в 68 — 262 
——_- ———— ЕЕ ННИВ НИ м и. 
‹ >) +5 ес 4а 2а'° о 
— 64а __  65—4ас 
— 4а -.. 4а ° 


Все это вполне согласуется со сказанным нами ранее в $ 227, ч. 1. 


$ 


Черт. 86. 


336. Признаки выпук- 
лости и вогнутости кри- 
вых. Предположим, что при 
возрастании х производная 
от данной функции тоже воз- 
растает. В геометрическом 
смысле это значит, что при 
возрастании х подъем кри- 
вой, выражающей данную 
функцию, увеличивается; дру- 
гими словами, увеличиваются 
тангенсы углов, образован“ 
ных касательными с положи- 
тельным направление“ оси 
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х-ов. Но если увеличиваются тангенсы, то п самые углы увеличиваются. 
Такой случай изображен на чертеже 86, на котором! видно, что при 
возрастании абсциссы х точки касания от — а до-- В углы, образованные 
касательными © по- 
ложительным напра- 
вленпием оси хХ-эв, 
становятся все боль- 
:.- ше и больше, вслед- 

ствие чего вогну- 

тость кривой обра- 

щена кверху (а вы- 

у } м пуклость книзу). 
р } Если же допустим, 
= | что при возрастании 


КУ 


у 
ыы р `® хпроизводнаяумень- 
г. | [2 шается, то это зна- 
Черт. 87 чит, что  умень- 


а шается подъем кри- 
вой, и, значит, уменьшаются углы, образованные касательными с поло- 
жительным направлением оси х-ов. Такой случай изображен на чертеже 87, 
из которого видно, что при возрастании от —а до--6 углы, образо- 
ванные касательными, уменьшаются, вследствие чего вогнутость кривой 
обращена вниз (выпуклость вверх). 

Таким образом, если при возрастании х производная возрастает, 
то вогнутость кривой направлена вверх, а если она при стом убывает, 
то вогнутость направлена вниз. 

Если же производная не возрастает и не убывает, то кривая не имеет 
выпуклости (т. е. она прямая линия). 

Напр., производная трехчлена 2х? — 3х -|-1, о котором мы говорили 
в предыдущем параграфе, есть 4х —3. Очевидно, она возрастает при воз- 
растании х, и вогнутость параболы, изображающей этот трехчлен, напра- 
влена вверх (черт. 85). Н.оборот, трехчлен — х? -|- х-- 2 имеет производ- 
ную 2х -- 1, которая при возрастании х убывает, вследствие чего во- 
гнутость параболы обращена вниз. 


У. Производная как средство нахождения скорости и ускорения. 


337. Средняя скорость. Движение материальной точки называется 
переменным, или неравномерным, если в одинаковые промежутки 
времени точка проходит неодинаковые пространства, причем оно назы- 
вается ускорительным, если пространства, проходимые в равные про- 
межутки времени, следующие друг за другом, все увеличиваются, и замед- 
лительным, если эти пространства все уменьшаются. Напр. всякое 
тело, свободно падающее с какой-нибудь высоты, движется ускоренно, 
проходя в первую секунду 4,9 м (приблизительно), во вторую секунду 
14,7 м, в третью 24,5 м и т. д. Наоборот, тело, брошенное вертикально 
ввёрх, движется замедлительно, проходя в каждую следующую секунду 
пространства все меньшие и меньшие, пока, достигнув некоторой наиболь- 
шей высоты, не станег падать вииз ускоренно. 

При равномерном лвижении скорость остается одна п та же во все 
время движения, при переменном же движении ова меняегся с каждым 
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моментом времени. Поэтому, говоря о скорости переменного движения, 
необходимо добавлять, к какому моменту мы относим эту скорость. Напр., 
при падении тела скорость в конце 1-Й секунды от начала падения будет 
од1а, в конце 2-й секунды другая, в конце 2'/. секунд третья и т. д. 
Чтобы выяснить, что называется скоростью перемениого движения 
в данный момент времени, предварительно разъясним, что такое 
средняя скорость переменного движения за данный промежу- 
гок времени. 

Пусзь железнодорожный поезд вышел со станции в 12 ч. дня и при- 
шел на следующую станцию, отстоящую на 15 км от первой, в 12 ч. 20 м. 
дня. Значит, в течение промежутка времени, равного 20 мин., поезд про- 
шел путь в 15 км. Если бы в течечие этих 20 минут поезд двигался 
вполне равномерно и прошел бы тот же самый путь в 15 км, то. ско- 
рость такого равномерного движения была бы 15:20 =3/, км в мин., или 
3; Ж 60 ==45 км в час. Эта скорость и есть средняя для промежутка 
времени от 12 часов до 12 ч. 20 м. 

Таким образом: среднею скоростью переменного движения за дан- 
ный промежуток времени называется скорость такого равномерного 
движения, при котором тело в тот же промежуток времени прошло 
бы путь такой же длины, какой оно прошло при переменном движении. 

Пусть за данный промежуток времени, продолжавшийся # единиц вре- 
мени, тело прошло переменным движением е единиц длины; тогда, если 
бы оно двигалось равномерно, то скорость такого равномерного движе- 
ния была бы равна частному г: Это частное и выражает среднюю ско- 
рость за данный промежуток времени. 

338. Скорость в данный момент. В течение данного промежутка 
времени движущееся неравномерно тело, конечно, имело множество раз- 
личных скоростей, из которых некоторые были меньше, а другне больше 
средней скорости; но ясно, что чем меньше промежуток, за который вы- 
числяется средняя скорость, тем меныше разница между этою среднею 
скоростью и каждою из истинных скоростей, которые тело имело за этот 
промежуток. . 

Поэтому понятно будет следующее определение: за величину истин- 
ной скорости переменного движения в данный момент времени прини- 
мается предел, к которому стремится средняя скорость, вычислен- 
ная для промежутка времени, непосредственно следующего за данным 
моментом 1), если этот промежуток стремится к вулю. 

339. Свободное падение тела. Для примера рассмотрим свободное 
падение тела с некоторой высоты. Из опыта найдено, что пространство 
(обыкновенно оно обозначается буквою Й), которое при этом тело про- 
ходит в # секунд, выражается (если не считать сопротивления воздуха) 
формулой: А ==1/. ©, где & есть постоянное число, равное приблизн- 
тельно 930 см ==9,8 и (около 10 м). Пользуясь этой формулой, вычнис- 
лим скорость падения, положим, в конце 2-Й секунды от начала падения. 
Для этого возьмем какой-нибудь небольшой промежуток времени, сле- 
дующий за концом 2-й секунды, напр. в 0,1 секунды, н найдем среднюю ско- 
рость падения за этот промежуток. Для этого надо найти пространство, 
которое падающее тело проходит за этот промежуток, н разделить его 
на 0,1. Пространство это мы найдем гак: 

1) Или ему предшествующего — все равно. 
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в 2 секуиды тело проходит 1х. 2" =2 а, 
» 2,1 » я ” Ах. 2,1 =:1.2.4,Ц =- 2,205 8; 


слеповательно, в промежуток о! конца 2-й секунлы до конца 2,1 секуиды 
тело проходит 2,205 < —2 2 =0,205 2; зна ит: 
0,2052 0). 
средняя скорость за этот промежуток == |.“ ==2,05 с. 
, 

Подставив вместо © число 980 см, мы получим для средней скорости 
число 2009 см —=20 м 9 см в секунду. 

Уменыним теперь промежуток времени; напр., возьмем 0,01 секунды. 
Тогда. 


в 2 секунды тело прохода: Ир. 2 =2 5; 
» 2,01 „ ь В 17.5 - 2,012 =1/ 0 .4,0401==2,02005 8; 


в промежуток от конца 2-й секунды до конца 2,01 секунды тело проходит 
2,02005 2 —2 2==0,02005 2; значит: 


Але 
ОВ 
0.01 

Мы видим, что средняя скорость приблизилась к 22. Если бы еще 
уменьшить промежуток, напр., взять, 0,001 секунды, то средняя скорость еще 
более приблизилась бы к 7 = (она тогда была бы 2,0005 5), так Что надо 
ожидать, что предел, к которому стремится средняя скорость (когда про- 
межуток времени стремится к нулю), равен в точности 22. Чтобы убе- 
диться в этом, мы возьмем промежуток времени, выраженный буквою, 
составим формулу, выражающую среднюю скорость падения Тела для 
этого буквенного промежутка, и затем найдем предел этой формулы, 
когда промежуток будет стремиться к нуло. Вмес.е с тем мы обобщим 
теперь вопрос: будем искать скорость падения тела не в конце 2-й се- 
кунды, а в конце #-й секунды (от начала падения). 

Пусть мы берем промежуток времени в А секунд (Ё — какая-нибудь 
малая дробь), следующий за конпом #-й секунды, т. е. промежуток от конца 
+-й секунды до конца (#-- ^)-й секунды. Сгеднюю скорость за этот про- 
межуток мы находим так же, как находили ее сеичас для конца 2-й се- 
кунды, а именно: 


средняя скорость за этот промежуток == 


в Е секунлы тело проходит 1/5 817; ` 
В РГ Е » х » о 8(Ё-- К); 
во взятый пром*жуток › ь 8-2 — == 
= А-а Мм =, 2 (9 -- А’) = 
=а -- 1. в; 
Е, 8 
= 
Найдем предел, к которому стремится средняя скорость, когда #-—+ 0. 
Так как предел суммы равен сумме пределов слагаемых и 2 есть число 
постоянное, а предел слагаемого 1/5 2Ё есть 0, то, если Е —0, предел 
средней скорости == 24. 
В частности для конца 2-й секунды этот предел равен 2-2 ==25, 
как мы и ожидали раньше. 
Так как предел средней скорости принимается за величину истинной 


значит: средняя скорость = 


ВЕ 5А. 
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скорости в моменг, от которого мы 6, али промежуток времени, то, обо- 
значая эту скорость буквою ©, можем напихать: == 1. 

Заметив, чго произвеленче 2ё есь производная от функции 1. 2, 
выражающей пространство й, про.однмое падающим телсм в Ё секун", 
мы можем написать: 9 == (1/, 2Ё)' == 21. 

Таким образом на этом примере мы прихолим к заключению: ско- 
рость певемениого дечэкения в кочце 2-й секунды равна производной от 
функции, вырожающей зевасчмость пространства, проходилого при 
этом Овижении, от врелени 1, в течение кошорого это пространство 
проходится. 

Мы сейчас увидим. что это заключение применимо ко всякому дви- 
жению. 

340. Соотношение между скоростыо и производлой. Пусть вообще 
дано движение, в котором пространство е, проходимое телом в # секунд, 
выражастся некоторой функцией от времени: 


е==У(д. 
Найдем скорость этого движения в конце 1-Й секупды. Для этого да- 
лим времени # какое-нибудь приращение Д# сек., вычислим среднюю 


скорость для промежутка времени от конца ЁйЙ секупды до конца 
(Е-- 29-й секунды и найдем предел этой средней скорости, когда АЁ—+ 0: 


в Ёсекупды тело проходит /(#); 


в #-|- 4 „ э > ЖЕ мВ 
в указанный промежуток ы г а -- АЕ; д @. 
АВ) — КЕ 
средняя скорость _ 20 к ЛО. 


и-- А) — КО. 


скорость в конце #-й секунды = пред. Гу 


Разность ДЁЕ-- АВ —ДА) выражает приращение функции 2), соответ- 
ствующее прирашению переменного независимого # на ДЁ. Предел отно- 
шения этого приращения к приращению переменного независимого на- 
зывается производной функцией от КЁ). Значит, обозначив скорость в 
конце #-й секунды буквой 9, мы можем последнее выведенное нами ра- 
венство переписать так: © == Г (В. 

Мы видим таким образом, что заключение, которое мы вывели для 
скорости падения тела, применимо ко всякому движению. 

341. Движение тела, брошенного вертикально вверх. Как пример 
применения найденной нами зависимости между производной и скоростью 
рассмотрим еще движение тела, брошениого вертикально вверх с началь- 
ною скоростью х, (си в секунду). Из физики известно, что высота Й, 
на которую такое тело подымается в # сек., выражается следующей функ- 
цией от времени: й =, — 1/. о, гле © есть то постоянное число (равное 
приблизительно 980 241), которое мы встречали в формулах свободного 
падения тела. Скорость © такого движения в конце {-й секунды, согласно 
сказанному в предыдущем параграфе, выразится так: 9== (9. — М в)’. 
Производная от алгебраической суммы равна той же сумме производ- 
ных от слагаемых ($ 333); поэтому: © == (9,6) — @/ =). Мы видели 
(55 326, 328), что (ах)’==а и (2^)==2ах. Значит, заменяя х 
на Г, мы будем иуеть: (97) = н (ЕР ==9.1 , 61 ==. Следова- 
тельно, 9 =, -— 2'. 
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Из этой формулы видно, что с возрастанием времени скорость умень- 
шается и притом равномерно, так как с каждым увеличением времени на 
одну единину скорость уменышается на одну и ту же величину &. Такое 
движенне называется равномерно -замедлительным, а величина, 
на которую скорость уменьшается в течение каждой секунды, называется 
отрицательным ускорением этого движения (при свободном па- 
дении тела ускорение положительное). Два движения — равномерно-уско- 
рительное и равномерно-замедлительное -- носят общее название „равно- 
мерно-переменное движение“. 

Когда время настолько увеличится, что разность х, — 2%, а следова- 
тельно и скорость х обратятся в нуль, тогда начнется обратное движе- 
ние — равномерно-ускоренное падение вниз. 

Разрешим 4 следующие вопроса: 1) как велико время Т, в течение 
которого тело достигнет наивысшей точки; 2) какова высота Н, на кото- 
рую оно при этом поднимается; 3) какое время Т, понадобится, чтобы 
тело с верхней точки упало вниз, и 4) какую скорость © оно приобре- 
тает при возвращении назад. : 

1) Так как при наивысшем поднятии скорость © должна обратиться в 
нуль, то время Т мы найдем из уравнения; 


*— =Т==0, откуда: ТГ= 2 . 


Напр., при начальной скорости х == 4900 см в секунду, это время 
равно 4900 :980 ==5 сек. 
2) Высоту поднятия Н получим из уравнения й==9.Ё — 1, 8, если 


9% 
на место Е подставим Е. 


и оо 9 2 в 
Н = о. д о о. 
а ТЕ Е 25 22 
Напр., при начальной скорости 4900 см в секунду получим: 
49002 
= о —12250 см = 122,5 м 


1960 
3) Для решения третьего и четвертого вопросов надо пользоваться 
формулами свободного падения тел: 


1— Ш аЁ и = 2 


Так как высота Н, с которой тело падает вниз, нам уже известна, 
то время падения Т, найдется из формулы пространства, если вместо й 
2 


Ф 
подставим Н=-°: 
25 
9 г 
9 &Ть. $ — о°Т 9. 78—96. о 
9 о’ о =81:; о» ик © 
5 8 $ 


Таким образом, время падения с верхней точки вниз равно времени 
поднятия. 
4) Скорость <, которую тело получит при возвращении назад, нан- 
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к) 
делся из формулы скорости: о =, если вместо / подставим Т, =: 
> 


5% 
У — 2 В —®. 


Таким образом тело, возвратившись назад, приобретает ту же ско- 
рость, с какою началось поднятие вверх. 

Должно однако иметь в виду, что эти выводы верны лишь в пред- 
положении, что движение совершается в безвоздушном пространстве, так 
как сопротивление воздуха уменышает высоту поднятия и уменьшает ско- 
рость в конце возвращення. 

342. Ускорение при движении. При равномерно-переменном движе- 
нии ускорепием называется положительное или отрицательное прира- 
щенне скорости з одну единицу времени. При движении равномерно- 
переменном это приращение одинаково для каждой единицы времени; 
так, при свободном падении тела оно равно круглым числом -- 10 м в 
секунду, при движении тела, брошенного вертикально вверх, оно соста- 
вляет около — 10 м в секунду. Но движение может быть и не равномерно- 
переменное, когда изменение скорости в течение равных промежутков 
времени не одно и то же. В таком движении каждому моменту соответ- 
ствует свое особое ускорение. Чтобы уяснить себе, что при движении 
неравномерно-переменном принимается за меру ускорения в данный мо- 
мент, надо предварительно определить так называемое среднее уско- 
рение за данный промежуток времени. 

Положим, что за промежуток времени АЁ, следующий за конном {-й 
елиницы времени, скорость х данного движения получила приращение 
(положительное или отрицательное) Ах. Тогда частное До: ДЁ будет озна- 
чать приращение скорости в одну единицу времени, если в теченне про- 
межутка АЁ скорость изменяется равномерно. Честное это называется 
средним ускорением движения за промежуток А следующим за 
концом #-й единицы времени. В действительности скорость © изменялась за 
этот промежуток неравномерно, и потому в продолжение его могло быть 
бесписленное множество различных по величине ускорений. Но очевидно, 
что разность между средним ускорением и каждым нз этих ускорений 
тем меньше, чем меньше примежуток ДЬ для которого вычислено сред- 
нее ускорение. Поэтому мы можем дать такое определение: за уско- 
рение неравномерно-переменного движения в данный момент прини- 
мается предел, к которому стремится средиее ускорение, вычисленное 
для промежутка времени, следующего за данным моментом '), когда 
этот промежуток стремится к вулю. 


Л 
Таким образом, ускорение в данный момент равно пред. др › если АЕ—0. 


343. Соотношение между ускорением и производной от ско- 
рости. Положим, что скорость < есть некоторая функция от времени: 
9=7(0. 

Тогда приращение Дэ, полученное скоростью в течение промежутка 
АЕ, следующего за концом {-Йй секунды, может выразиться так: 


до —}(1-- А) — 1 (®); следовательно, г и -9—^9 


1) Или ему предшествующего — все равно 
3 


Значит, ускоренне в конце #й секунды (обозначим его 2) будет: 
ви 
® == пред. ло — О, если АЁ— 0. 
Но предел этот есть произвозная от (Ё); поэтому: 
если о=ЖЁ, то ® =), 
что мокно высказать так: ускореше равир пролзводной от функции, 
вяража ощ?й скорость в зазисилюоста от врелени. 

Как мы видели (5 340), фупкцая, выракающ я скорость, есть произ- 
водная ог пространства, выраженного в зависимости от времени; значит, 
ускорение равно производной от этой производной, т. е. так называсмой 
второй производной от простран.лва (обозначается знаком "). 

Например, при свободном падении тела ($ 339): 


В— 1/4 ВР, 9=(, В) =Е8Ё и ® = (1, 88)" — (20 == 8, 


т. е. ускорение постоянно для вссх моментов и равно & (=980 см 
в секунду). 
При движении тела, брошенного вертикальто вверх (5 341): 


ВЕ — РЁ, == — М, ВР) = — 5 
и = (9—1, 5 В)" == (0 — 8—5. 


Вообще, если пространство е, проходимое телом в единиц времени, 
выражается трехчленом второл степени: 


е=ай---|-с, то = (а -- Ы- о’ =29-Ьи ш= ей М -- 
с)" = (24+ 6)'==2а. 


У Функция тратьей степени. 


344. Производная от фунзций у==^? и у==алх®. Главнейшие осс- 
бенности этих функций мы уке рассмотгели ранее (ч. 1, 65 162, 153): 
тогда же мы постронли графики этих фуикций (черт. 88, на след. стра- 
нице). Найдем теперь их производные. 

Положим, что перемениому незав .симому числу мы дали кзкое:нибудь 
приращение Ё, начиная от произвольного ео значенся х. Тогда фупкция 
хз получит некоторое приращение №, равное; А == (х-- Ё — хз = 


— 3х? 1- 3х -|- #3. Следовательно, 2 = 3" -|- Зйх -|- #%. 


та К 
Если й—-0, то ЗАх—-Ои 2—0; поэточу: (х")' == пред. Я == 349. 


Производную по функция у= ах? мы легко найдем, осповываясь на 

том, чзо ($ 332): [а == а (С). след ователь“о, 
{2х3 = 913) == а + 83° = Зал. 

Так: (Иж Иа ад =: 8 За -ЕРах”, 

Применение. Воспользуемся этихи производными для опрелеления 
направлення выпуклости и в_глутости кривых. у==х, у= 1х‘ и у== 
==2^3 (черт. 88). Производчые этих Фувкций, равные 3х”, 3/.х® и 6х7, 
очевидно, возрастают при возрастании положительного значения х и убы- 
вают при возрасташи отрицательного зпаченья х. Так, если дадим числу 
х возрастающие значения: — 2, — 1, 0, 1, «..., то посастодная 8х° бу- 
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дет: 12, 3, 0, 3, 19..., т.е. оча узызает, пока отрицательные зчаченая 
числа х возрастаст, и возрастаег при возрастении положительных значе- 
ний х, Белел лене этого, соглас.о призиакам вогнутости криьых ($3 336), 
ра-см.трчваемые кривье 06, ашены 


вогнутостью вверх для положительных 8 К ты о 1 
зпаьний х и вииз для отрицатель- ый 1 
ных, что мы ин вплим на чертеже 88. в н------- $ , 
При переходе чсрез значение х==0 ина? 6 ви... 
кривые менлют выпуклость на во- И з 5 в ; 


гну тость, и пото` увн чале коолринат че у= 0 
они исеют так называзмую точку 
перегг ба. 

3:5. Исслеховавие голной функ- 
ции третьей степени (па часчных 
примерах). 

Пример Т-ё: 

Их) ==. -—8х-|-5. 

слательно исследсгатъ эту 
функцию, т. е. решить ся дуяешие 
вопросы: 1) всог‘а лин фупкция воз- 
можня, и получает ли она при дан- 
ном значении х только одно зна- 
чение или несколько; 2) пои гаких 
значениях х фуикция возрастает и 
при каких убываег; 8) най и тох!- 
тит и пипйпит функциг, если та- 
ковые существуют; 4) нгйти, если 
можно, нулевые значения Функции чер: 
(корни уравнения 1/, ^* — х? — 8х -|- 
--5=0) и 5} наити предельные значения функции при х== -Е со и 
при х==0. Последний вопрос решается без помощи производной. Подста- 
вив вместо х число 0, мы прямо найдем, что тогда данная функция обра- 
щается в-[- 5. С другой стороны, представив фуикцию в виче произведения 

(1 . 3:3\ НРИЕ | . - 

Их) = р. —. мы видим, ч1о когиа х — оо, много- 
член, стояш",й взутри скобок, имеет пределом !/, а множимое х* стремится 
к-|- со, если л—>-- со, и к-—-со, если х—+ со, Значит, } (х) —-|- сэ 
в первом случае и к—сово втором. 

Для решения вопроса о возрастанин или убывачии ‘функиии иадо со- 
ставить ее производную. Так как производная от алгебраической суммы 
равна той же сумме производных от слагаемых, то: 

{1/23 — 1 — Зх-- 5) = (М, 3)" — (2) (3х) (5) = —9х— 8. 

Чтобы судить тсперь, прн каких значениях х данная фуикция воз- 
растает или уб ‘вает, нздо (5 335) узнать, при каких значениях х произ- 
водная положительна и при каких отрицательна, т. с., другими словами, 
Надо решить два перавевства; 

. № — 2—0 и м — 9х3 0. 

Лля их решения мы прелверительно разлом: м тре хчлен 2—2 х—3 

на мнокители (пасть [, $ 223, 2), для чего нандем корни отето трехчаена: 


> 
> 
Ц 
а 
НИ 
и 
ПИ 
*.. 
20% 


м 


04 
ес. 


хм -— 2х —З==0; ху 312; х, == м, = —1. 


Теперь выполним разложение (ч. Б 5 221, 2-и способ): 
2х =(х— 8) [&«—(— 1]. 

Следовательно, неравенства можно написать так: (х— 3) [х—(-—1)|=0. 

Произведение двух сомножителей тогда положительно, когда оба со- 
множителя положительны или когда оба отрицательны. Первое будет 
иметь место тогда, когда х болыше большего из двух корней, т. е. когда 
х>>3 (тогда и подавно х`> — 1), второе тогда, когда х меньше ме ь- 
шего корня, т. е. когда х<_—1 (тогда, и подавно х<_3) Значит, в этих 
двух случаях производная положительна. Если же один нз двух со- 
множителей положительный, а другой отрицательный, то произведение 
отрицательно. Это может быть только тогда, когда значечие х заклю- 
чается между менышим и большим корнем трехчлена, т. е. когда 
>> —1. 


Следовательно при измененнн х 
от— со до—1 от—1 до--3 от-- 3 до- со 
Л (*)>0 г@®)<0 м0 
и поэтому (5 335): 
1<) возрастает 1) убывает Х(х) возрастает. 


Отсюда видно, что при переходе х через —1 данная функция по- 
лучает тахипит, а при переходе через -—-3 она получает пипинит. 
Значения эти равны: 


тажмтит (при х=— = —1,— 13-5 ==67,.; 
тийтит (при х=- 3) =9—9—9--5=— 4. 
Для более подробного представления о ходе изменения данной функ- 
ции составим таблицу ее частных значений, например, такую: 


Нанеся все эти значения на чертеж в виде отдельных точек и об- 
ведя эти точки непрерывною кривою, мы получим графнк данной функ- 
ции (черт. 89). 

Полученная кривая пересекает ось х-ов в трех точках, которых 
абсциссы лежат: одна между-——2 н— 3. другая между ТГ н 2 и третья 
между 4 и 5. Значит кубичное уравнение 1/, хз — ^° —3 х-4-5=0 
имеет три вещественные корня, лежащие между указанными границами 
(если выполнить чертеж на миллиметровой бумаге возможно точно, то 
корни уравнення можно найти с большею точностью). 

Решим вопрос о вогнутости кривой. Для этого надо ($ 3386) узнать, 
при каких значениях х производная возрастает и при каких убывает. По 
виду нашей производной Г’ (х) =х*-—2 х—3 это определить затрудни- 
тельно. Но можно воспользоваться признаками возрастания или убывания 
функции ($ 335): найти производную от Г’(х), иначе сказать, найти 
вторую производную от Г (х) и определить, когда она поло 
жительна и когда отрицательна. Производная от функции /’ (х) = 
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==^* —2х — 3 будег/'(х) = 2х— 2==2 (х-—- 1). Очевидно, что при х > 1 
она положительна, а при х<_1 отрицательна. Значит, при х`\>1 про- 
изводная /’(х) возрастчет, а прн х<_1 она убывает. Следовательно для 
всех значений х”>1 вогнутость кривой направлена вверх, а при всех 
значениях х<_1 она иапра- 
влена вниз (таким образом, 
точка с абсциссой 1 есть 
точка перегиба). Это и 
подтверждается на нашем 
чертеже. 
346. Пример 2-й. 

Под — 12 2-48 х— 13; 


<) =3 м — 24 х-- 
- 48 =3 (х? —8 х-- 
- 16) =3(— 4). 


Так как произведение 
3(х—4)° при всяком зна- 
чении Хх есть число положи- 
тельюе (кроме значения 
х==4, когда оно равно ну- 
лю), го данная функция при 
измененни х от—со до-|-со 
постоянно возрастает и по- 
тому она не имеет ни тах1- 
тит, ии  випипит. При 
х== производная равна 
нулю; это значит, что каса- 
тельная, проведенная через 
точку с абсциссой 4, парал- 
лельна оси х-ов. Но касательная может быть параллельной оси х-ов 
только в трех случаях: когда кривая в точке касания или нмеет тах- 
тит, или имеет ийийтит, илн перегибается в этой точке. Наша кривая 
не имеет совсем ни шахйтит, ни ттипит; значит, точка с абсциссой 4 
есть точка перегиба. 

Мы можем в этом убеднться еще иначе, если определнм, для какнх 
значений х кривая вогнута, и для каких выпукла. Для этой цели 
можно было бы воспользоваться второю производною, но в данном при- 
мере благодаря особому виду первой пронзводной: Х (х) =3(х— 4} 
мы можем сразу определить, прн какнх значеннях х эта производная 
возрастает и при каких убывает. Очевидно, что при измененин х от 
4 до==-р со разность х — 4 возрастает от 0 до -|- со; следовательно, при 
этом возрастает и [(х) от 0 до-- со. При изменении х от — со 
до 4, разность х—4 возрастает от — со до 0; следовательио, квадрат 
этой разности (х-—4) при этом изменяется от-- со до 0; значит, 
7 (>) убывает от {-со до 0. Таким образом, для всех значений 
х, меньшнх 4, вогнутость кривой направлена вниз, а для всех значений 
х, бблыших 4, она направлена вверх, и потому точка с абсциссой 4 есть 
точка перегнба. 

Для изображения графика данной функции составим предварнтельно 
таблицу частных значений: 


Черт. 89. 
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3 4 5 6 г... о 
Ь | 


А, 
эм 5 ,... += 


лишит 


Так как У(>х) выражается числами с очезь большой абсолютной 
величиной, то для удобства чертежа можно уменышить все их в 10 раз 
(конечно, от этого чертеж окажется сжатым в вертикальном направле- 
нин в 10 раз).- Предлагаем читателям самим исполиить этот чертеж. 

347. Графическое решение нуб:чного уравнения вида хз -- рх -|- 
--а==0. Графическим способом можно р шить кубичное уравнение так 
же, как решается квалргтное уравнение (ч. , $ 225), а именно: пере- 
неся все члены уравнения в левую часть, строят график фучкцин 3-й 
степени, стоящей в левой части ура. нения, и затем на чертеже паходят 
величины абсцисс точек, в которых этот график пересскается с осью х-ов. 
Так, из чертежа 89 видно, что уравнение '/; х" — ^—3Зх-- 5==0 имеет 
3 корня, один отрицательный и два положительных, приблизительные вели- 

ре. чипы которых можно найти на 

И чертеже, изготовлениом на милли- 

метровой бумаге. 

р Более удобен следующий спо- 
' соб, применяемый тогда, когда ку- 
| бичное уравнеие имеет вид: 
, х3-- рх--4==0 (В нем недостаег 
О 
а 
! 
+ 


члена с х”)'). Пусть, например, 
требуется решить уравнение 


$ «р ут, _ №3 — 3х —2==9. Цдя этого, пред- 
и ит И ЖИ В -7 ставив уравнение в виде хз = 
о а а —8х-- 9, построим графикн двух 

НЯ ны. фуицкций: у, == и у. ==3х--2и 

р д 1“ затем определим абсциссы точек 

и ее 1-4 пересече ия этих двух графиков 

| | (черт. 99). График ф,нкции у, ==53 

у | построим, ках было указано ранее 

; (ч.5 162). График второй функ- 

у А -3 ции: у›==3х-Н2 есть прямая ли- 

а ния, которую мы можем построить 

3 по двум точкам, например, таким: 

Черт. 90. х==0, у, —=2 и х==— 2, уу==—4. 


Из чертежа видно, что эта прямая 
пересекается с кривой в точке АД, имеющей абсциссу 2, и касается кри- 
вой в точке 5, имеющей абсциссу —1. Этн абсииссы и будут корнями 
уравнения хз —=3х—2, так как при этих абсциссах ординаты кривой 
н прямой олни и те же. 

Таким образом, если имеем заранее изготовленное лекало, выражаю- 
щее параболу 3-Й степени: у==л3, то при его помощи мы легко 


1 : 
} К такому виду можно привести уравнение х’-- ал? -- 6х № с==0, если 


введем вспомогательное изизвестное у, связаиное с х равенством х=у— 9. 
42 у 


мохсм находить на чер ле корпи кубичного урагпения вида; 
8 ыы 
2 --рх--9==0. 


УИ. Функция вида У =“ : 


ы а 
348. Особенности этой функции. Функция у ==—, в которой а по- 

х 
стоянное число, выражает, как мы видели (ч. 1, $ 105). обратную 
пропорциональную зависимость м жду переменным числами у н х. Когда 
мы говорили о графическом изображении этой зависимости (ч. 1, $ 112), 
мы тогда строили график этой функции, но только для положительных 


а 
значений х. Теперь мы построим кривую, выражающую функцию у=—- 
х 


не только для положительных, по и для отрицательных значений х, и 
кроме лого рассмотрим искоторые особенности этой функции, 
Возьмем случал, когда а==1, т. с. когда функция имеет внд 


1 
У к, Очевидно, что при всяком значении х, отличном от нуля (как по- 


ложительном, так н отрицательном), функция эта возможна и полу- 
чает единственное значение, причем для положительных значений 
х она положительна. а для отрицательных значений х-— отрицательна. 


1 
При х=0 функция — перестает существовать (деление на 0 невоз- 


можно), но если число х не равно 0, а только приближается к 0, оста- 
ваясь положителы ым (например, если х переходит через значення: 0,1, 
0,01, 0,001 и т. л.}, то функция возрастает неограниченно (она делается 
равной 10, 100, 1000 и т. д.), ичаче сказать, она стр мится к Кос. 
Если же х приближается к 0, оставаясь отрицательным {например, если 
х переходит черзз значения — 0,1; — 0,01, — 0,001 п т. д.), то функция 
_ стремится к— со (переходя через значепия - 10, — 100, —1000 и 
© 
т. д.). С лругой стороны, если х—+ -- со или еслн х-— — со, фуякция 
и в том и в другом случае стремнтся к 0. Таким образом, 
если х возрастает от —- со до 0, если х возрастает от 0 до -| со, 
то функция убыв. от 0 до—со | то функция убыв. от-- со до 0. 

Значит, при пелехлоде х через нулевое значение от отрицатель- 
ных значений к положительным функция сразу пероходит от — со к-р со. 
При всех же значенях х, неравных нулю, функция изменяется не- 
прерывно, т. е. б.скомечно малому приращению числа х соответствует 
и бесконечно малое приращение функции у == _ Действительно, если 
дадим числу х какое-иибудь приращение #, то функция получит при- 

ь я-ы- _ -—в 

ращение №, равное ри а к т ее = 

Если й—*0, то чисвитель попученной дроби стремится к нулю, а 
знаменатель к х”, т. е. к числу, не равному нулю (если только х не 
равен нулю); значит, правая часть полученного нами равенства (следова- 
тельно, и его лесая часть) стремится к 0, когда й-—--0. Из этого сле- 
дует, что при непрерывном изменонни числа х, ссли только х не пере- 
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1 
ходит через нулевое значение, функция У==-; изменяется тоже непре- 


рывно; при переходе же х через нуль функция претерпевает разрыв 
непрерывности, переходя скачком от— со к оо. 

Заметим все это, построим теперь график нашей функции при по- 
мощи, например, таких таблиц частных значений: 


Черт. 91. 


состоящий из двух ветвей: одна расположена в угле хОу,пругая — в угле 


х’Оу. Обе эти ветви выражают одну и ту же функцию у==-., только 


/® 


первая ветвь выражает эту функцию для положительных значений х, 
а другая для отрнцательных. Ветви эти образуют кривую, называемую 
гиперболой. Рассмотрнм главнейшне ее свойства, 

1. Асимптоты. Ветвь кривой, расположенная в угле хОу, по мере 
возрастания х, все более и более приближается к полуоси Ох, но ни- 


| 
когда ее ие достигает вполне (так как дробь в ни при каком значении х 
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р № 


не равна нулю). Равным образом, ветвь кривой, лежащая в угле х’Оу’, по 
чере продолжения ее налево, неограниченно приближается к полуоси 
Ох, никогда ес ие достигая. Прн неограниченном уменьшенни положн- 
тельного значения х ветвь кривой в угле хОу приближается все более 
и более к полуоси Оу, никогда ее однако не достйгая (так как дробь 


при х==0 перестает существовать); также врн неограннченном умень- 


шенин абсолютной величины отрицательного значения х ветвь кривой в 
угле х’Оу’ все более и более приближается к полуосн Оу’, никогда се 
пе достигая. 

Прямая, к которой кривая неограниченно приближается, никогда ее 
однако не достнгая, называется асимптотой. Гипербола имеет две асим- 
птоты: ось х-ов и ось у-ов. 


> 


1 
2. Осн снмметрии. Центр симметрни. Уравненне у==- 
х 


можно написать так: ху==1. Из этого вида замечаем, что переменные х 
и у нграют в уравненин одинаковую роль, т. е. если мы заменим у на 
х, а х на у, то уравне- 
ине от этого не изменнтся 
(такие уравнения называ- 
ются симметричными). 
Поэтому если мы нашлн, 
что такому уравнению 
удоплетворяет  какая-ни- 
будь пара значений: х=а 
и у=6, то ему же удо- 
ваетзоряет и другая пара 
значеннй: х=ё, у=а, 
составленная из первой 
пары заменою х на у, и 
наоборот. Например, как 
видно из таблицы значе- 
ний, приведенной выше, 
на гиперболе лежат точки 
(у, 2) и (2, ЧУ». Урав- 
нение ху-=1 также не 
изменяется, если мы вме- 
сто х возьмем — хи вме- 
сто у возьмем —у. Значии, если на гиперболе имеется точка (а, 6), то на 
ней же (на другой ветви) должна находиться и точка (— а, —6). Напри- 
мер, из той же таблицы видно, что на гиперболе лежат точки (1/, 2) 
н (—1/,—2), нлн точки (3, 1/.,) и (—3, —1/.,). Заметив это, возьмем 
такие 4 точкн (черт. 92): 


41 (2, Ч), М5, 2), М’ ([—2,— 1), М(- Ч, — 2). 


Эти 4 точки лежат на гнперболе. Проведя прямые ОМ, ОМ, ОМ' 
ОМ, мы получим четыре прямоугольные треугольннка ОМА, ОМ, 
ОМ'А’ и ОМ’ (покрытые на чертеже штрихами). Эти треугольники 
равны между собою (по равенству катетов). Значит, их гипотенузы 
равпы, а также равны и острые углы при общей вершине О. Из равен- 
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ства этих углов следует, по ОЛГ есть продолление ОА н ОМ про- 
долженне ОМ. Проведя прямые АМ, ММ№, ЛГМ и ММ, мы получим 
равнобелренные треугольники попарно равные: ОМ = ОМ'М№ и ОМ'М== 
— ОММ№'. Проведем еще биссектрисы РЁ’ и ©© прямых углов, образуе- 
мых осями коордичат. Из чертежа легко усмотреть, что э1н биссектрисы 
делят пополам 4 угла указанных равпобедренных треугольников, лежащие 
при общей вершине О, н потому они делят пополам основания этих 
треугольннков и перпендикулярны к пим. Огсюда следует, что точки И 
и № а также и точки 1 и № симметрично расположены относительно 
прямой РР’, а точки Ми №, а также и точки № и Л, симметрично 
лежат относительно прямой О©’. Так как сказанное о четырех точках 
М, №, Мн № может быть повторено о всяких лругих четырех точках, 
расположенных подобным же образом на гиперболе, то заключаем, что 
гипербола имеет две осн симметрии, именно биссектрисы пря- 
мых углов, образуемых осями координат. 

Пересечение этих осей, т. е. точка О, служит центром симме- 
трнн, так как прямые ММГ н №” делятся этою точкою пополам. 


а 
Предположим теперь, что в функции У= число в не равно а 
есть какое-нибудь положительное число, большее или меньшее 1. Тогда 
1 
она выразится такою же гиперболою, как и функция = только абсолют- 
х 
ные величины ординат ее будут больше (если @`>1), или меньше 
(если а< 1) соответствующих ординат гиперболы и одном и том же 
отношении @:1 (ч. Ь черт. 26, $ 112). 
1 
Если @ будег число отрицательное (например, у= — _), то поло- 
х 


жительным значениям х будут соответствовать отрицательные значения у, 
и наоборот. Значит, ветви гиперболы булут расположены в углах х’Оу 
и хОу’, свойства же кривых останутся те же самые, как и для положи- 
тельных значений числа а. 


ь 1 а 
349. Производная от функций а | Е: Сначала найдем 


1 
производную от функцин Е Для отого дадим числу х какое- 


нибудь прнращение й. Тогда у получит приращение №, равное 


с 1 То хх _ й 
А хо Ч аи 
Следовательно , = — — —, и потом Е | == пре [ == 
ее о Ах” о 
=— е так как пред. |< + х ==“. 
х- 6 


Для фуикции = производная будет ($ 332): 


НкУ--Ь 
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Применения. Воспользуемся производчой для суждения о возра- 
стании и убывании фуикции, а гакже и о вогнутости и выпуклость 
‹ривой. 


1 1 
Производная от фуикции у ==---, равная — 2 ПРИ всяком значении х, 
х =? 


как положительном, лак и отрицззельном, всегда отрнипательна (при 
Хх = 0 она не существует). Потому ($ 335) при возрастании х от— © 


до -|- со функция ‚‹ Постоянно убывает (при х=0 она, как мы видели 


претерпевает разрыв непрерывности). Значит, функция не имеет 
ни талипаш, ви пнвипи. 
При возрастання числа х от—со до 0, число х” убывает; значнт, 


1 Е. р 
дробь Ва ‚ при этом возрастает, а дробь — а убывает. Это показывает 


($ 336), что в угле х’Оу вогнутость гицевболы направлена вниз. При 


1 
возрастании х от 0 лдо-|- ^, число х? возрастает, дробь -|- —, убывает, 
х 


1 
а дробь — > возрастаег. Это означает, что в угле хОу вогнутость ги- 


перболы направлена вверх. Это и подтверждается чертежом 91 


ОТДЕЛ ШЕСТНАДНАТЫЙ 
ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. 


}. Прямая линия. 


350. Уравнение прямой. Мы знчем (ч. 1, $ 115), что уравнение 1-Й 
степени с двумя неизвестными вида у==ах-- 6 выражается помощью ко- 
ординатных осей в виде прячой линии, кого, ая образует с положитель- 
ным направлением оси х-ов 
угол а, определяемый равен- 
ством: © х==а, н отсекает от 
оси у-ов отрезок, равный 6. 
Так как к такому виду может 
быть приведено всякое уравне- 
ние 1-й степеннс двумя неизвест- 
ными хи у, то такое уравне- 
ние выражается при помощи 
козрдинатных осей в виде прямои 
линиг (почему оно и называется 
линейным уравнением). 

Покажем теперь, что, обрат- 
но, всякая прямая линия мо- 
жет быть выражена уравне- 
нием 1-й степени с двумя не- 
известными х и у. 

Сначала допустим, что прямая АЛ’ (черт. 93) проходит ч-рез начало 
координат О, обтазуя с Ох острыи угол а. Возьмем на этои прямой про- 
иззольную точьу ЛЬ, абсцис-а вотерой ссть х == СВ и орлината у == МВ. 
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Черт. 93. , 


Из треугольника ОМВ видно, что у=х 3, или у==ах, если 
#2 а обозначим а. Выведенное нами уравнение у==ах верно не только 
для точек полупрямой ОД, но и для точек полупрямой ОЛ’. Возьмем, 
напр., точку М', координаты которой будут: х== — ОВ', у=— МБ’. 
Из треугольника ОВ’М' находим: М'В' = В'О вл, т. е. —у=--х ща, 
или у==х® а. Таким образом, уравненне у==еах верно для всякой 
точки прямой АА’. 

Теперь допустим, что прямая АА’ проходнт через начало координат, 
но образует с Ох не острый угол, а тупой а (черт. 94). Если М есть 
какая-нибудь точка этой прямой, то ее абсцисса х = — ОВ и ордината 
у = МВ, и мы низ треугольннка ОМВ находим: 


МВ== ОВ МОВ, 


т. е. у==— Хх МОВ. Но % МОВ = (180- —ч)=— №; значит, 
у==—х (-— ва) ==х Ев а ==алх, если попрежнему обозначим {5 2 через а. 
Подобное же уравнение получим и для любой точки М’, расположенной 
на ОА". 

Наконец, допустим, что дана прямая СС’ нли 00” (черт. 93 и 94), 
не проходящая через О, а отсекающая от оси у-ов отрезок, равный 6 
Анли — 6). Тогда, проведя 
через точку С вспомогатель- 
ную прямую АЛ’ ]] СС’ (или 
НОР’), мы волучим для этой 
прямой уравнение у==ах, 
где а=Юю а. Но очевидно, 
что при одной и той же абс- 
цнссе х ординаты точек пря- 
мой СС’ болыше ординат 
точек прямой АА’ на В, а 
прямой ОР’ меныше на 65; 
значит, уравнение прямой 
СС’ будет у==ах -|- В, апря- 
мой РО’ у=ах— 6, где а 
есть попрежнему  тангенс 
угла, образованного прямой с положнтельным направленнем осн х-ов. 

Частные случаи. 1) Если «==0, т. е. если данная прямая парал- 
лельна оси х-ов, то уравнение будет: у==р. Если она при этом сли- 
вается с осью х-ов, то уравнение окажется: у==0. 

2) Если данная прямая параллельна оси у-ов и отсекает от оси х-ов 
отрезок Ё, то уравнение такой прямой будет: х==А (ордината, как не 
входящая в уравнение, остается произвольной). 

351. Уравнение прямой, проходящей через данную точку. Если 
прямая у==ах -- 6 проходит через точку (х., у), то мы должны иметь 
равенство у ==ах. Е 8. 

Вычтя почленно это равенство из уравнения у==ах-|- 6, получим: 

Уу— у, =а(х—х,). 

Что прямая, определяемая этим уравнением, действительно проходит 
через точку (х., у,), видно из уравнения непосредственно: подставив 
вместо х и у соответственно х, и у,, получим тождество: 0==0. 

Угловой коэффициент @ остается неопределенным, так как через одну 
точку может проходить бесчисленное множество прямых. 
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Черт. 94. 


Примеры Уравнение прямой, проходящей через: 


точку (2,3) будет: у—8==а(х-— 2% 
23) . ужа) 
„ (2—3). у3з=а(х- 2); 
# (0,3) ‚ у 8=шах; 

в (0,0) „ ужах. 


352. Уравнение прямой, проходящей через две даниые точки. По- 
ложим, что прямая: 


у— у ==а(х—х,), (1) 


проходящая через точку (х,, у), проходит еще через другую точку 
(х, У2). Тогда координаты этой другой точки должны удовлетворять 
уравнению прямой, и следовательно: 
У ” 
№—х,. 

Мы нашли таким образом угловой коэффициент прямой, проходящей 
через 2 данные точки (х, у} и (хо, Уз). 

Теперь уравнение (1) можно написать так: 


У — у ==а(х.— х!), откуда находим: а = 


УУ 
21 (хх, 
У ее № 


что можно изобразить в таком удобном для запоминания виде: 


у м 
У — У А 


. 


Что прямая, удовлетворяющая этому уравнению, прохолит через точки 
(ль У) н (ле, уз), видно из уравнения непосредственно: подсзавив вместо 
х иу соответственно х,, у, или ха, уз. получим тождества: 


Пример. Уравнение прямой, проходящей через точки А (2, 3) и 
В (—2, 1) будет: 


р т и 
а та Пе: 
что после упрощения дает: х — 2у= — 4. 


Н. Окружность и эллипс. 


353. Уравнение окружиости. Пусть центр окружности радиуса г со- 
впадает с началом коорлинат О (черт. 95, на след. странице). Возьмем на 
окружности какую-нибудь точку М, координаты которой будут х==ОАн 
у==МА. Из прямоугольного треугольника ОМА находим: х?-|- у==. 
Уравнение это остается верным не только для координат точек, лежащих 
на окружности в угле хОу, но и для коордннат точек окружности, лс- 


4 Элеменлы алгебры и анхщал, ч. 11. #9 


затих в других углах. Дейстритольно, в каком бы угле мы ни взяли 
точку о’ружиос!и, коорлинаты ее всегда будуг катетами прямоугольного 
греугольника, у когорого гипотенуза есть г; только катеты эти иногда 
прилодится брать со знаком --, иногда со знаком —. Но так как 
Ни Су) =С-у)*, то уравнение х? -- у? ==7? останется в 
силе для люзой точки окруж осги, и потому его можно газвать урав- 
нением окрутиности, у когорой центр совиадает с чачалом коор- 
линат, 


Чрез. $5. Черт. 96. 


Если ‘центр окзужности лежит (черт. 96) пе в начале координат, ав 
какой-нибудь то.ке А (а, 6), то из треугольника АМВ находим (В вер- 
шина прямого угла): АВ? -|- МВ = АМ. Но АВ =х— а, МВ=у—6 
ин АМ=к; следовательно (х — @)* +- (у— В =7. 

Легко прозезить, что уравнение это применимо для всякой точки 
окружности. Напр., для точки М’ получим: (@ — х)?-- (у— 5) =, что 
тождественно уравнению, выведениому для точки М. 

354. Определенче эллипса. Эллипсом называется геометрическое 
место точек на плоскости, суммз расстояний которых от двух дан- 
2х точек этой плоскости ссть вгличииа постоянная. 

Пусть, напр., лены две точки Е; и Р., (черт. 97) и какой-нибудь от- 
резок прымой РО. Если отыщем такие точки М, М’, М”..., которые 
удовлетворяют требованию МЕ,-- 
-- МА. = МЕ, + МЕ, = М"Ё, -- 
АР ==.. =РО, то эти точки 
принадлежат эллипсу. Конечно, суще- 
ствование подобных точек возможно ° 
только тогда, когда РО`> Е. Ёь. 

355. Построение эллипса непре- 
рывным движением. Эллипс можно 
начертить непрерывным движением 
карандаша. Для этого возьмем нить, 
длина которой равна РО (черт. 97) 
и укрепим ее концы в точках РЁ} и 
Е.. Затем, натянув нить острием ка- 
рандазна, станем двигать караздашом 
по бумаге, наблюдая, чтобы нить 
Черт. 97. всегда быт: в нагажении. Прч движе- 


нии каранлаш опишет замкнутую кривую, все точхи которой находягся 
на таких расстояниях от А; и Ре, что их сумма равих длине нити, т. с. 
отрезку РЦ. 

Длина дапного отрезка РО обозначается обыкновенио За, а расстоя- 
нне между точкамл Ё, и Р, обозначается 2с. Точки эти называются ф о- 
кусами, а прямые МР, и МР., соединяющие какую-нибудь точку М 
эллипса с фокусами, называю ся радиусами-векторами. 

Точка О, означающая середину отрезка Р.Р», называется центром 
эллипса. В.якая хорда эллипса, проходящая через центр, пазызается диа- 
метром. 

Из треугольника Р,МЁь видно, что МР, -|- МР, > РР, т. е. За >> 9, 
н следовазельно @7>с. 

356. Построение эллипса по точкам (черт. 98). Огложим Од, = 
— ОД, — а. Полученные точки А, ин А, приналлежат эллипсу, так как 
А.Б, = А.Р, и следовательно Д.В, -- А.Р. = А,Рь + А, Е, = а и также 
АР. + А.Р, = А.Б, + А.Б, == 
—=2а. Дав теперь циркулю рас- лб. РЯ м, 
творение, равное А.О == а, опи- ияотитмитныь, 
шем из центра Р, и затем из 
центра Р, две дуги, которые 
пересекутся в точках В, и В.. 
Эти точки ложе принадлежат 
эллипсу, так как В.Р, | В.Е. = 
—2аи В.Р, -- В.Р. = 23а (пря- 
мая, проходяшая через В, и 
Вь, перпендикулярна к А.А. и 
делит А, А. пополам в точке О). 
Четыре точки Д,. А», В; и В. 
называются вершинами эл- 
липса. Отрезки прямых А,А; и 
В.В. называются осями эл- Черт. 98. 
липса, причем А.А, есть 
большая ось, а ВВ, —малая ось. Длина малой оси обозначается 
25. Из треугольника Р,В,О, в котором Е.В, = а, ОВ, ==8 и ЕО =с, 
видно, что 9 ==а? — с*. 

Кроме четырех верщин можно построить сколько угодно других то- 
чек эллипса таким образом. Возьмем на стрезке А.Р, какую-нибудь точку 
С и, дав циркулю растворение, равпое А,С, описызаем 4 пебольшие 
дуги: две из центра Р, (одну выше прямой А,А›, другую ниже ее, обе 
направо от В,Вь) и две из центра Ё, (одну выше /,А», другую ниже, 
обе палево от В,8.)}. Затем дадим циркулю раствсрение, равное СА., 
и этим растворением описываем также 4 неболыние дуги: две из цеитра 
Е, и две из центра Р.. Если взятая точка С расположена межлу ЁР; и 
Е„ то дуги, описанные из центра Р., пересекутся с лугами, описанными 
из геитра Р„, так как расстояние между изитрами Ё, и Р, (== 9) меньше 
сум? ы радиусов дуг, которая равиа А.А, (=2а), по больше гх разно- 
сти {=200) !). В перехсечении получим четыре точки: ЛЬ, №, М, Мь 
принадлежащие эллипсу. Взяв вместо С другую точ у между Р, и Р., 
мы подобным же построением получим еще А точчи, и т. д. Когда, 


1} Так как А.С==а-- ОСи А.С -=а--00С. 
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таким образом, получится довольно много зочек, их все можно обвестн 
непрерывной кривой, которая и будет эллийс 


с 
Форма эллипса зазисит от величины отношения д? называемого экс- 


центриситетом. Отношение это изменяется от О (когда с==0) до 
1 (когда с==а). Когда с=0 и, значит, оба фокуса совпадают с цен- 
гром, тогда эллипс обращается в окружность радиуса а; если же с=а, 
то фокус Р, совпадает с А, и фокус Р, с Аз; в этом случае эллипс 
обращается в отрезок А,4.. Значит, чем ближе эксцентриситет к 0, тем 
более эллипс расширяется в вер- 
гикальном направлении, прибли- 
жаясь к кругу, а чем ближе экспен- 
триситет к 1, тем более эллипс 
сжат в вертикальном направлении, 
| приближаясь к прямой А.А... 
— —4— : 357. Уравнение эллипса. 
и в Предположим, что (черт. 99) за 
А; 1 м сОбж1 Г. А> ось х-ов взята р 
Черт. 99. большая ось эллипса, а за ось 
у-ов продолженная малая его ось. 
Возьмем на эллипсе какую-нибудь точку М (х, у) и проведем радиусы- 
гокторы МЕ, и Л№,. Опустив МР | А,А., мы получим координаты 
точки М: абсцисса х = ОР, ордината у == МР. Из треугольников Р,МР 
п Р.МЁРь находим: 


ПЕ == МР -- Вр = ут (с -- 2%, 
М — МР? ВЕРУ (сх, 


и следовательно: ИУ- (ее - уу -- (с —х)? = 70. 


Можно проверить, что это уравнение верно для всякой точки верх- 
ней половины эллипса. Возьмем, например, еще точку /И, расположен- 
чую так, что основание Р, перпендикуляра М,Р, лежит налево от Р,. 
Для этой точки находим: 


М.Е 1? = М.Р ЕР = М.Р в, + (2.0 — РО = У -Нх— с), 
МЫ? = М.Р? - Ру == М.Р, -- (Р.0-- Ой (—-х-- 6}, 
п следовательно: У у? - (-— х— с) ру с-х-- 0 =28. 


Так как {— х—б = (хе) н ([—х--0*=(—х), то это урав- 
нение тождественио с выведенным ранее для точки М. 

Подобным же образом можно убедиться, что уравнение остается вер- 
ным и то когда основание псерпендикуляра падает направо от Рь или 
между Р, и О. . 

Если же уравнение остается верным для всех точек верхней поло- 
вины эллипса, то оно должно быть верным и для всех точек нижней 
его половины, так как эти точки отличаются от соответственных точек 
верхней половины только тем, что ордиваты нижних точек отрипательны, 
а верхних положительны; но это отличие не может повлиять на уравне- 
ние, так как в него входят только квадраты ординат. 

Теперь упростим выведенное уравнение, освободив его, прех;де всего, 
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от радикалов. Перенеся второй радикал направо, возвысим обе части 
уравнения в квадрат: 


Ух == 4 — 4-е уе», 


значит: 4а И’ (с— Хх) = 428 (е—х)° -- (се х», 
т. е. 4а И - (с — х)* = 42 — 4сх, 
или 


а Е —х — а — сх. 
Вторым возвышением в квадрат находим: 
а? у? -|- ас? — 2айсх | 2 = а" — 2асх - сл”, 
ау ах — сах 0 — аб, у ща — ©) № == 1а'-- *). 
Но а? — с*—=1%; поэтому уравнение будет: 
ау? -|-- 62° = аб". 


Разделив все члены на и*6°, мы придадим уравнению эллипса такой удоб- 
пый для запоминания вид; 


моя 
а? += 


Таково уравнение эллипса в том случае, когда его болыная ось 
лежит на оси х-ов, а малая на оси у-ов. 

Если центр эллипса лежит не в начале координат, а в какой-нибудь 
точке (7, п), причем большая ось параллельна оси х-ов, то (как не 

х 

трудно убедиться) уравнение будет такое: т и 1. 

Если же болыцая ось параллельна оси у-ов, то в уравнениях нало 
заменить х на у, и наоборот, т. е. тогда уравнения будут: 


У № (у, (фм 
- = ы _ =. 
92 | р: Ти а? = ра 


358. Следствия. 1} Из уравнения видно, что если на эллипсе 
(черт. 100) есть точка М, (т, п), то на нем должны быть и точки Мо 
(—т, п), М, (т,—п) и М, (—- т — п). Из этого следует, что оси 
эплипса служат для него осями симметрии и пересечение осей есть 
центр симметрии, т. е. 
такая точка, которая делит по- 
полам всякий диамегр. 


Черт 190. черт. 101. 


2) Пестрони (черт. 101) на большой’ оси эллипса, как на диамегре, 
окружность, и сразвпим уравнение этой окружности с уравнением эллипса: 


окружность ж- 2 —= @2, 


в: у? 
эллипс =]. 
аз в 


Из уравнений находим: для окружности у = ра — 
И 
для эллипса у == 1— ‚162 = я —^. 
\ т $ 


Таким образом, пои одной и той же абсциссе х ордината эллипса 
короче ординаты круга в отношении 2:а. Если, напр., б:а==\., то, 
разделив орлдинаты круга пополам, мы получим точки эллипса (это дает 
нам другой способ построения эллипса но точкам). 

359. Эллипс как проекция круга. Восбразим две плоскости, образую- 
щне некоторый двугранный угол & (на чертеже 102 мы изобразили сече- 
нне АВС этого угла плоскостью 
чертежа, перпендикулярною к ребру 
угла а). Пусть на плоскости АВ из 
точки О как центра описан круг, 
и РЕ есть его диаметр, перпендику- 
лярный к ребру угла эх. Зададимся 
вопросом, какова булет ортогопаль- 
ная (прямоугольная; проекция этого 
круга на плоскости ВС. Примем на 

$” плоскости АВ за ось х-ов диаметр 

ру) [97 7.27 круга, параллельный углу ребра а, а 

за ось у-ов — диаметр, ему перпен- 

Черт. 102 дикулярный. Тогда абсциссы всех 

точек окружности проектируются 

на плоскости ВС в натуральную величину (так же, как и диаметр, 

параллельный ребру}; ординпаты же в проекциях окажутся меньше в 

одном и том же отпошегии, равном с0$ а (напр., проекция О.Е, диа- 

метра ДЕ будет ДЕ соз а). Значит проекция окружности есть 
эллипс. 

350. Ссойства касательной. Возьмем на эллипсе две произвольные 
точки Ми М, (черл. 103), провелем через них секушую и радиусы- 
векторы к каждой из них. Продолжив Р,/И, отложим Р\ т = ГМ; затем 
на Р.М отложим Рой ==Р.М,. Получившиеся через это отрезки Ми и 
Мв (обведсенвые на чертеже жирно) должны быть равны, так как они 
псказывают, насколько гри перехоле от точки Л, к точке /{ радиус- 
вектор Р.И, уменьшается, а ралиус-вектор Рь/: увеличивается; но так 
как сумма радиусов-векторов лая обеих точек одна и та же, то увеличе- 
ние одного из них равняется уменыпению другого. Возьмем еще на се- 
кушей гроизвольную точку Р и проведем Рр || Ми и Ра || Мп. Заметив, 
что чстыреугольники Рр/М9 и М тМа подобны (они состоят из подоб- 
ных и сходстесино расположенных треугольников), мы находим, что Мр = 
== 14. Тепать вообразим, что точка 11, неограни’енно приближается к 
М. Посмозрим, как будет изменяться тогда положение начерченных нами 
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прямых. Секушая МР бупел все более и бо`ее приближаться к некото- 
рому пре *е ьному положению, именно к касательной к эллипсу в точке Л; 
прямые Ат и Мл, умелывалсь по длине, будут все более и более 
приближаться к перпендикулярности к радиусам-векторам Р.М и БМ, 
лак как углы ЁР, и Ро при вериишнах равноГедгент.лх треугольников 


/ йе 


А 


Черт. 103, Черт. 101. 


Е,Мт и Е М‚п стремятся к 0° и, следовательно, каждый из углов при 
основаниях М и М: эт треугольников стремится к 90°. Прямые 
Р9 и Рр, будучи параллельными прямым ЛМ: и М;,т, стремятся тоже к 
перпендикуляриости к Р.М к РЫМ. В то же время отрезли Ра и Рр 
остаются всегда равными между собою. 

Мы видим таким образом, что, когда секушая ЛГМ? обратится в 
касательную МТ (черт. 104), прямые Ра и Рр сделаются перпендику- 
ля`ами к МР, н к Мр, причем отрезки М4 и Мр остачутся равными. 
Но тогда треугольник Р/Мр будет равен треугольнику РМд и, следова- 
тельно, Х РМр сделается равным _^ Р/М9. Таким образом: касательная 
к эллипеу есть биссектриса угля. смежного с углом. образованным 
радиусами-векторами, проведенными в точку касания. 

Из этого свойства ка.ательной видио, ч1ло прямая 14/7 (черт. 103), 
перпен_икулярная к касательной в точке касания (такая прямая назы- 
вается нормалью к кривой в точке касания), делит пополам угол 
Е.МЁь, образоваиный радиусами-текторами, провеленными из точки каса- 
ния. Действигелью, тах как 2 РМТ= И Г.М, (веотикальные) и 
ИРМТ= / ТГМРь (по доказапиному), то уг ы Т,МР, и ГИР. равны; но 
тогда и дополнения их до 90°, т. е. углы Е, ММ№ и №/ 1, также равны. 
Поэтому если в одном из фокусов поместим ззучащее (или свзтящееся) 
тело, то лучи {звука иля света), отразившись от вогнутой стороны 
эллипса (по закону: угол падения ревен утлу отрахепия), соберутся в 
другом фокусе (этим объясняются известные акустические свойства 
эллипсондальных помощений). 

361. Уравнение касательной. Пусть М, (Хх, у,) и М, {х.у,) будут 


две какие-нибудь точки эллипса | 
1 


(черт. 105). Уравнение секуиеи, про. з _ СК 
ходящей через эти дзе почки, 0) ай < 

Бе х—х 
дет ($ 352): о что у М. 


У—-У 2—9, : - 
можно написать и так: 


И 9% 
хм № А Чегт. 195 


Так как точки М, н Л лежа: на эллипсе, 10 координаты их удовле- 
творяют уравнению эллипса: 


2 2 
Хх. 
И ИР 


а 
2 З 
в, 4-7 =, те 027 - д2уь? == ара 
а* 62 и 
Вычтя из первого уравнения второе, получим: ы 
9 (х,° — хх») - а*(у:* —- у”) ==0, 
т. е. еж ха) (9 — м) аи уз) (у — у) =0. 
Вы —_бх. 
Отсюда находим: 1? — = их») 
1 — № а (у, -- уз) 
— (м - м) 
Теперь уравнение секущей будет: НЕ Е 1 ты 
ее . й х— № а* (у: Уз) 


Вообразим теперь, ч1о точка /Л1, приближается все болес и более к 
11, и, наконег, сливается с /М.. Тогда секущая обратится в касательную 
к эллипсу в точке ЛМ., а уравнение секущей сделается уравнением каса- 
тельной. Значит уравнение касательной получится, если в уравнении 
‹екущей ПОЛОЖИМ Хо = И у, =у,: 


уф 2.4, Вх 
хх м. 
т. е. а?улу — а? й == — (6?х,х — 6х"), 
Нан рх На иу хи у 


Правая часть эгого уравнения равна 222? (согласно урчвнению эллипса); 
значит: 6*х.х -- @?у,у = 4263. Таково уравнение касательной, проведенной 
через точку эллипса, имеющую координаты х; и у.. Эгому уравнению 
удобнзе придать другой вид, разделив все его члены на аб’: 


Ш. Гипербола. 


362. Определение и построение. Мы уже раныше встречались с 
кривой, называемой гиперболой, а именно тогда, когда говорили о 


1 
трафике функции: Е ($ 348). Теперь мы рассмотрим эту кривую в 


более общем виде и прежд@ всего определим ее, как геометрическое 
несто таких точек на плоскости, разность расстояний которых от 
двух данных точек этой плоскости есть величина постоянная. 

Как и для эллипса, две точки (Ру и Ро, черт. 106), от которых счи- 
таются расстояния, называются фокусами, а прямые, соединяющие эти 
точки с точками гиперболы, называются радиусами-векторами. 
Данная разность (РО&) двух радиусов-векторов, исходящих из какой-ни- 
будь точки гиперболы, обозначается 24а, а расстояние между фокусами 
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2с. Для возможности существавания гиперболы необходимо, чтобы а было 
меньше с, так как если М, есть одна из точек гиперболы, то из треуголь- 
ника РМ, В видно, что РМ, — М.Б. < Е.Бь, т.е. 2а < 2% ипотому а< с. 

Гиперболу всего удобнее строить по точкам таким образом. Пусть 
фокусы 2, и Р, расположены на прямой Ю5. Разделим расстояние Р.Р» 
пополам в точке О (она называется центром гиперболы) и отложим 
ОА, = Од, =а. Полученные точки А, н А» принадлежат гиперболе, так 
так Р.А, =РА, и потому А.Е, — А, Е, = А.Р. — А.Р. = А.А. = 24; 
подобно этому и А.Е, — 
А.Е = 2а. Эти две точки 
называются вершина- 
ми, а отрезок А... =2а 
называется осью гипер- 
болы. 

Возьмем теперь на 
продолжении Р.Рь ка- 
кую-нибудь точку С, (на- 
прево от Ро, или налево 
от Р, — все равно). Да- 
дим циркулю растворе- 
ние, равное А,Су, и этим 
раствореннем опишем две 
дуги: одну из центра Г, Черт. 105. 

и другую из центра Р.. ы 

Затем, дав циркулю растворение, равное А›С,, из центра Ро засечем пер- 
вую дугу в точках М, и Мь, а из центра Р, засечем вторую дугу в 
точках М; и М,. Полученные четыре точки принадлежат типерболе, так 
как для каждой из них разность радиусов-векторов равна А.А, =2а. 
Беря затем другие произвольные точки Со, Сз... (на продолжении Р\Р.}, 
мы таким же путем построим для каждой из них 4 новых точки. Когда 
таких точек наберется достаточно много, мы можем обвести непрерывною 
кривою все те, которые лежат в правой половине чертежа, и все те, 
которые лежат в левой, 
тогда получим две ветви 
одной и той же кривой — 
гиперболы. 

Большая или  меныная 
изогнутость гиперболы зави- 
сит от величины отношения 


с 
д, Которое (как и для эл- 


липса) называется эксцен- 
триситетом. 

363. Уравнение гипер- 
болы. Предположим, что ось 
А,Аз гиперболы лежит на 
оси х-0в и цевмр О совпа- 
дает с началом координат 
(черт. 107). Пусть М будег 
произвольная точка гипер- 
Черт, 107. болы, имеющая  коорди- 
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наты: ла Ос и у МС. Из треугольников 2/1 и Рой находим: 
р не. 
АТГ, == НО -Е В.С? == у Е 

Следовательно, р, у | Реж у Ее -- (< — х): = 24. 

Так же, как это мы делали лля эллипса ($ 357), можно проверить, 
что эго ураеигиие верно дтр всякой точки типерболы, ьак взятой на 
правой ветви, так и на левок, и расположенном как выше оси х-ов, так 
и ниже ес (предоставляем самим читате. ям сделать такую проверку). 

Упростим теперь выведениое уравиение совершенно так же, как мы 
это делали с уравнением эллипса, а имениг: перенсся второй радивал в 
прагую а гозв' сим обе части уравнеция в квадраз: 


(сх == За 40 У (се хи (—х), 
значит: дар ух) == 4а8 4 (с — хе (ем 
те: —ау У - = а сх. 
После оторичь 0 возсьинения в квадрат получим: 
у? | а? — ва?ех | а°х*=в ай — За?сх -|- с", 
аут (29—62) 2—0 — "С° 0? (а* -— 6°). 
В гине! боле а*< с*; поэтому мы можем положить: < — 2? = 6? и 


стедогаленьно, а*— с*==—_ 67; тогла уравн-нье будет: 
Ту == а, или 6х — у =а0. 


Наконец, разделив все члены на @а°5?, получим: 
® 
А 
х о 
ЕЕ 


а: 5 

Заметим, что величина 6, равная У с —@*, есть катет прямоуголь- 
ного треугольшак., у которого гипотепуза равна с, другой катет есть а. 
Исстрозв на чертеже т.кой треугольник 4,8, О и отложив еще ОБ, = 
== ОВ,, мы получим двс точьи В, и В», которые называются мнимыми 
вершинами гноерболы; отрезок 5,8, равный 26, называется мни- 
мою (нап и сбочною)} осью гиперболы. В отличие от нее ось Д,А, = 
—2а назычас.ся вещественной (или главною) осью. 

Если центр гиперболы лежит не в начале координат, а в какой-нибудь 
точке (1, п) и главаая ось параллельна оси х-ов, то уравнение гипер- 


(т (ум у 
болы будет: т —- ==1. Если же главная ось параллельна 


оси у-св, 10 в уравнениях надо х заменить на у и наоборот. 

354. Следствия. 1) Так же, как и для эллипса ($ 358), из уравне- 
ния гичерб лы можно вывести, что эта кривая имеет две оси симме- 
трии, совпадающие с осями координаг, и центр симметрии, ле- 
заший в чачале координат. 

“) Из уравнения гиперболы находим; 


12 \ (2 — а’) 5? | ии 
* — и, следовательно, у==-Е— и ж—а-. 


И: этой формулы вчдио, что гипербола не имеет точек, для кото- 
рых „бсолютная вели:!Н1 абсциссы х была бы меньше а. Наименышая 
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абсолютная величича х есть а; тогда у=0 и х-- Ка, г. е. тогда по- 
лучаюлся вершины гиперболы А, (—а,0) и А/(а,0). 

3) Из этой же формулы видно, что при неограпиченном возра‹тании 
абсолютной величнны х возрасгает неограниченио и абсолютная вели- 
чина у. Значит, на гиперболе сущест! уют точки, для котсрых и абсписса, 
и орднната как угодно вешки; другими слсвами, обе ветви гиперболи. 
бесконечно удаляются и от оси у-ов, и от оси х-ов. 

365. Асимитоты. На ‘ертеже 108, на котором изображена ти- 
пербола с ос-ми а и Ё, 


построим две прямые: 
а а А 
=-—лиу=—=— хх. 
у охну=-— р и 


Прямые эти проходят 
через начало координат и 
образуют с поло вительным 
направлением оси Х-ов углы, 


р 
которых тангенсы равны — 


Ь 
И Значит, эти прямые 


будут продолженными диа- 
гоналями прямоугольника 
РОЕЮ$, у которого основа- 
ние равно 2@ и высота равна 
2Ь и расположенного так, 
как указано на чертеже. 
Сравним между собою 
ординаты этих прямых с орди- 
натами гиперболы при одном 
и том же значении абсциссы 
х, Для простоты ограничимся сравнением ордвнат тельзо для угла хО’,” 


Чорг. 108 


Ь й Е ЖЕ 
ордината прямой: у==-_х; ордината гиперболы: у == -- их? — ай. 


Так как м — <, то Их’ —@*<х; поэтому при одном и том 
же значенни х орцината гиперболы меньше ордичаты прямой. Опреде- 


Е ат [ 5 Е 

лим разность между ними: — х— Их? — а — 1 х—уИ ха. 
а а а \ / 

При изменении Х это выражение изменяется в том же смысле, в кл- 


", 


Ь 
ком изменяется разность, стоящая внутри скобок (так как множичмое-- 
а 


есть число постоянное и положительное). Но в этой разности при воз- 

растании х возрастают одновременно и уменышаемсе х, и вычи`аемое 

Их — а’, и мы остаемся в неизвестности, как изменяется сама разность, 
Поэтому мы преобразуем ее таким образом: 

а (и Иа (х м — 2?) . 

хуя ее У) им). 


хим — в? 
а —@й— а) ай 
хр ри щей 


Следовательно, © (х - и м 
а х-- У Хх — а" 

Теперь видно, что при неограниченном возрастании х знаменатель по- 
лученной дроби возрастает неограниченно, тогда как числитель остается 
неизменным; значит, дробь при этом стремится к нулю. Таким образом, 
разность между ординатою прямой и ординатою гиперболы (при одном 
и том же значении х) стремится к нулю, когда абсцисса х неограниченно 
возрастает; другими словами, ветвь гиперболы по мере возргстания х все 
более и более приближается к проведенной нами прямой, однако никогда 
ее не достигает, так как ни при каком значении х (как бы велико оно 
ни было) разность между ординатами не делается равной нулю. 

Сказанное об ординатах, расположенных в угле хОу, может быть по- 
вторено и об ординатах, лежащих в других углах. Значит, можем ска- 


Г 
зать, что прямые: Е и у—— ы служат асимптотами ги» 


перболы. 

366. Свойство касательной. Касательная к гиперболе есть 
биссектриса угла, образованного радиусами-векторами, 
проведенными в точку касания. 

Доказательство такое же, какое было изложено нами для эллипса 
(5 360). На чертеже 109 сделано соответствующее построение, причем 
буквы поставлены те же, что и иа 
черт. 103. Читатели могут сами про- 
следить все доказательство, прочиты- 
вая то, что было изложено для эл- 
липса. Отрезки Мл и Мп равны, 
так как они показывают, насколько 
радиусы-векторы увеличились при пе- 
реходе от точки М, к точке М, а 
эти увеличения должны быть равны, 
так как разность радиусов-векторов 
для всех точек гиперболы одна и та же. 

Указанное свойство касательной 
дает простой способ ее построения, 
когда точки касания и фокусы заданы. 

367. Уравнение касательной. 
Уравнение секущей и затем уравнение 
касательной выводятся для гиперболы 

Черт. 109. совершенно так же, как это мы де- 

лали для эллипса ($ 36Г); разница 

только та, что координаты двух точек, через которые проведена секу- 

щая, приходится подставлять не в уравнение эллипса, а в уравнение 
гиперболы, а это уравнение отличается от уравнения эллипса: 


с о 2 53 
х уз х У 
эллипс; ча = №; гипербола: р 1 
только тем, что для гиперболы вместо 6? берется — 62. Поэтому и урав- 
нение касательной к гиперболе должно отличаться от уравнения касатель- 
ной К эллипсу только тем, что вместо 6? надо подставить — 67, Тогда 
уравнения касательных будут: 
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д МУ мх му 
' В 1 и ВЫ 
ля эллнаса: = - ==1: для тниерболы? ^-, —^— = 1 
ь 21 Е 3 р а? р 
368. Равносторонняя гипербола. Если в уравнении гипорболы по- 
ложим и==р, то оно будет: 


-2 


= —* 2 =1, или 


Такая гипербола называется равносторонней; она представляет 
собою такой же частный случай по отношению к гиперболе, какой окруж- 
ность (х?-|- у? =?) представляет по отношению к эллипсу. 

Для такой гиперболы уравнения асимптот будут: у==хХ и у==— д. 
Значит асимптотами равносторонней гиперболы служат биссектрисы пря- 
мых углов, образованных осями координат, и тогда прямоугольник РОЛЮ$, 
которого диагонали лежат на асимптотах, будет квадрат (черт 110). 

Зададимся вопросом, кгково 
будет уравнение гиперболы, если 
за оси координат примем асимп- 
готы ОТ и ОТ (на чергеже 110 
мы изобразили часть правой ветви 
равносторонней гиперболы). 

Пусть М есть какая-нибудь 
точка гиперболы, координаты 
которой х==ОС и у=МС. Опу- 
стим из М на ОТ и ОТ’ пер- 
пендикуляры МО и МЕ. Тогда, 
если примем ОТ за ось х-ов и 
ОТ' за ось у-ов, то новые коор- 
дингты будут: х = ОР== МЕ 
и у=МР-=ЕО. Определим Черт. 10 
эти новые координаты как функ- 
ции от прежних координат. Для этого проведем еще СА_' ОТн СК | ОТ. 
Заметив, что углы, обозначенные на чертеже цифрами 1, 2, 3 и 4, бу- 
дут по 45°, мы из чертежа найдем: 


Эр =ОЕ-— БЕ —= ОЕ— СН ==ОСсо$ 45° — МС со$45> 


и ОЕ==оОК-- КЕ = ОК + МН ==0ОСсо$ 45 -|- МСсоз 45 , 
тв. Хх ==хс0$ 45? — усо$ 45° == (х — у) с0$ 45° 
и у =хсо$ 45° -|- усоз 45° == (х -- У) с0$ 45°, 
откуда: х—=— 5, ху. 

с0$ 45 с05 45 


Уравнение равносторонней гиперболы х? — у? =? можно изобразить 
так: (х— у) (ху) = «2. Подставив сюда на место х—Ууи ху их 
значения, найденные сейчас, получим: 


х У 
со5 45° ° с0$ 45° 


Но соз? 45° ==!/.; значит, новое уравнение будет: 


и. 1 э ‘ 1, 4? 
ху —= 5. ат, ину = --. 
= 


= 02, или ху’ == а? с05* 45". 
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Мы видим теперь, что равносторонняя гипербола есть та самая кри- 


.@ 
вая у ==, которую мы рассмазривали прежде ($ 348), только постоян- 
: > ) 


ному числу а надо дать значение 1/. а*. 


ГУ. В. оабола. 


369. Определение и послзоение, Мы раньше говорили о парзболе 
как такой крирой, которая служит гргфиком функции у == ах? (в част- 
ности у==42) (ч. |, 55 158, 159). Теперь рассмотрим эту кривую в 
более обищем виде и б`лее подробно. 

Параб;оле мы дадим теперь другое определение: параболой назы- 
вается геометрическое место точек плоскости, из которых каждея 
одинаково удалена от данной точки (называемой фокусом) и от дан- 
ной прялиой (называемой днрек- 
трисой). 

Так, если точка Р есть фокус 
(черт. 111), прямая / — директриса 


[1 


® 59) 
а А 
а 
в А в 
Черт. 111. Черт 112. 


и точки М, М.... взяты на плоскости, проходящей через { и 2 (на пло- 
скости че ргежа), тагим образом, что М.Е = М.Ю», М,Е = МВ»... (где 
М.Ю, Е и ВБ, | 2), то такие точки прьнадлежат кривой, которую мы 
будем теперь назывьть параболой. Мы вскоре увидим, что эта кривая 
тождественна с той, которую мы прежде так называли. Одна из точек 
пграболы ссть А, лелящая пополам перпендикуляр РАЮ, опущенный из Р 
на директрьсу, так как для такой точки АЁ== АЮ. Такая точка назы- 
вается вершиною, а бесконечная прямая, проходящая через Е и А, 
называется осью параболы. Прямые М.Р, М,ГР..., соединяющие 
фокус с точками параболы, называются радиусами-векторами, 
отрезок АР, показывающий расстояние фокуса от директрисы, называется 
параметром параболы и обозначается обыкновенно буквой р. 
Парабюзу всего удобнее строить по точкам такам образом. Проведем 
{черт. 11:2) песколько прямых, параллельных директрисе {. Взяв какую- 
нибудь ощну из них, напр. ММ, дадим пиркулю растворение, равное 
расстоянию РА этой параллели от дирсктрисы, и этим растворением из 
центра Р опчшем две небольшие дуги, перссекающие взятую параллель 
в точках 2Ь и /1,. Точки эти принадлежат параболе, так как М.Р == 


ва 


= М.Е=КР = М.А, ==М,Ю.. Подобным ие образом на каждой из 
остальных параллелей мы можем получать по две точки пар болы. Па- 
раллельные прямые можио браль направо от Е как угодно далеко, та 
как для пересечения дуги с прямою необходимо и достагочно, чтобы рас- 
стояние ЕР от фокуса до прямой было меныие радиуса АР, а это всегда 
будет иметь место, как бы далеко направо от Р ни была удалена параз- 
лельная прямая. Налево х:е о: Р параллельную прамую можно отодви- 
гать только до краииего положения А, проходяпито через ве] шину Д, 
так как точки всякой прямой, параллельной { н расположенной левее от 
А (напр. точки прямой Ё'), отстоят от { очевидно меньше, чем от 2, 
Когда таким образом мы построим достаточное число точек, их можно 
все обвести непрерывною кривою, которая и будет парабола. 
- 370. Уравнение параболы. Пусть ЁР будет фокус и { директриса 
(черт. 113), и следовательно, РА==р. Возьмем за ось х-ов ось па. 
раболы, а за ось у-ов прямую, проходящую через вершину, и сле- 
доватег.но, параллельную — директрисе. 
Пусть М есть произвольная гочка пара- 
болы, у когорой абсцисса у == АВ и орли- 


Черт. 113. Черт. 114. 


ната у== МВ. Соглеспо определению параболы, в треугольнике ИВЕ гипо- 


тенуза ЕМ = МО = ВЮ = ВА АЮ=х-|- ы : 


а катеты МВ=-у и 


ЕВ = ВА — Е =х — р . Поэтому: 


Е: р\? ( р ‚ И ра 2 
ВЕ] — [хр == хм х—* 
= (2+5) о НР о, 
и следовательно уравнение параболы будет такое: у ==2рх. 

Если бы с осью параболы совпадала не ось х-ов, как мы сейчас поед- 
полагали, а ось у-ов, и вершина попрежнему соппадала бы с началом 
координат (черт. 114), то тогда директриса { была бы параллельна оси 
х-ов, и уравнение было бы иное, а именно, о: о отличалось Зы от грз- 
цыдущего уравнения тем, что х заменен на у му на х, отчего мы по- 


ы 


1 
лучили бы: х2=—2ру, п следозательно у== г Се 
ы 2& 


То же самое мы нашли бы из чертежа, гак как из треугольника (ВЕ 
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г : р ` 2 / р Ут т. В р? 5 р? 
ВИДНО: 7 — (. га, = ее ат у— 4’ 


х?=2руи Ур 


1 
Если обозначим дробь пы а, то уравнение параболы прэдста- 


вится тогла так: у==ах”, а это и есть та функция, которую мы рассма- 
тривали прежде (ч. Г, $ 159). Теперь мы видим, что та кривая, которую 
мы тогда называли параболой, тождественна с кривой, которую мы теперь 
назвали параболой, только в прежней параболе осью симметрии служила 
ось у-ов, а в параболе, рассматриваемой теперь, ось симметрии есть ось 
х-ов. Чтобы определить положение фокуса и директрисы в параболе 
у==а^?, надо найти ее параметр р из равенства: Бо, откуда =. 

Значит, фокус лежит на оси у-ов выше начала координат на Ур, а 
пиректриса параллельна оси х-ов и лежит ниже ее на '/ьр (черт. 114). 

Если вершина параболы не совпадает с началом координат, а нахо- 
дится в некоторой точке (т, 7), и ось параболы параллельна оси х-ов, 
то уравнение кривой представится в таком виде: (у— п) ==2р(х—т). 

Если же ось параболы параллельна оси у-ов, то в уравнении надо х 
заменить на у и наоборот. 

371. Следствия. Из уравнения у? = рх видно: Г) отрицательным зна- 
чениям х не соответствует никакого вещественного значения у; это зна- 
чит, что вся парабола расположена по правую сторону от оси у-ов. 

2) При всяком положительном значении х ордината у имеет два значе- 
чения, отличающиеся только знаками: у==-|- У 2рх и у=— У 93рх. 
Значит, всякая прямая, перпендикулярная к оси х-ов и расположенная 
правее оси у-ов, пересекается с параболой в двух точках, расположен- 
ных симметрично относительно оси х-ов, т. е. эта ось есть ось сим- 
метрии. 

3) При всяком значении ординаты у (как положительном, так и отрица- 
тельном) абсцисса х получает определенное значение и только одио: 
= Эр: значит, всякая прямая, параллельная оси х-ов, пересекается с па“ 
раболой и только в одной точке. Заметим, что всякая такая прямая на- 
зывается диаметром параболы. ы 

4) При неограниченном увеличении положигельного значения х уве- 
личивается неограниченно и абсолютная величина ординаты у, но увели- 
чивается медленнее, чем абсцисса; так, если абсцисса увеличилась, поло- 
жим, в 100 раз, то ордината увеличится только в 10 раз. 

Замечание.` Интересно заметить следующую разницу между пара- 
болой и гиперболой. Вообразим, что какая-нибудь точка параболы (напр. 
точка ЛИ, черт. 115) соединена прямой с вершиною; тогда тангенс угла, 


2рх 
образованного этою прямою с осью х-ов; будет равен: > == р — 


Эр 
= й - Отсюда видно, что при неограниченном возрастании х (при 
Хх 5 


продвижении точки /М все далее и далее напраьо) гангенс этого угла 
{следовательно и самый угол) уменьшается, стремясь к нулю. 
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В гиперболе тангенс такого угла тоже ===”, но там это выражение равно: 
х 


и при неограниченном увеличении х тангеис рассматриваемого угла стре- 
мится к дроби д ›Т. ©. к тавгенсу угла, образованного асимптотой с осью 


Ох (что и следует ожидать по свойству асимптоты). 


Черт 115. Черт. 116. 


372. Сгойство касательной. Касательная к параболе сесть 
биссектриса угла, образованного радиусо \-зектором, 
проведенным из точки касания, и перпендикуляром, опу- 
щенным из нее на директрису. 

Доказательство внолне уподобляется тому, какое бичо дано для эл- 
липса и для гиперболы. Возьмем на параболе (черт. 11} две произволь- 
ные точки М и М,, проведем через них секушую, радиусы-векторы 
и перпендикуляры МЛ п ЛМ, на директрису {[. Затем отлок,м Ри == 
==Е/М, и проведем Чи |1. Получившиеся при этом отрезки т и Мя 
(обзеденные на чертеже жирно) должны быль равны, так кае 


МЕ == 1№, Ей = ЕМ, —= М. М№ = тМ 
и следовательно: Е — Еп — ММ — тМ№, 
т; 6. * ЛМ = Мт. 


Возьмем еще на сскущей произвольную точку Р и провелем из нее 
Р9 || Мп и Бр |}. Из подобия четырехугольников 9РрМ и М;,т/!п сле- 
дует, что Мр ==4А.4. 

Допустим теперь, что точка /М, неограниченно приближается к Л:. 
Тогда секущая приближается все ближе и ближе к касагельной МТ, пря- 
мая Ли (следовательно и параллельная ей Ра) приближастся все более 
и более к перпендикулярности к МЕ (что слздует из рассмотрения рав- 
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нобедренного треуготьника АЛИ п), а прямая Бр все время остается пер- 
пендикулярной к //А/. Следовательно, когда секушия займет положение 
касательной /МТ, пря“оугольные треугольники Р/14 и РрМ окажутся рав- 
ными, и углы РТ и Т/Мд сделаются равными. 

Это свойство дает простой способ проведения касательной, когда точка 
касания лапа. 

Проведем еще нормаль /{5 к параболе в точке 1/1. Так пак ДХ ММТ== 
= ПМ и Д ММТ—= Д ТМЕ, то ( ТУР = д ТМЕ; поэтому и 
ХЕМ$ == (59. Т.ким образом нормаль к паоабот ›, проведенная через 
какую-нибудь се точьу /4, делиг пополам угол, образованный ралнусом- 
вектором и днаметрэм, проведенными из этой точки. На этом основано 
практическое применение параболических зеркал как прожекторов; 
если в фокусе такого зеркала поставить источнгк свега, то лучи его, 
отразившись от зеркала (по закопу: угол падения равен углу отражения), 
пойдуг по направлениях, параллельным оси зеркала. 

373. Уравнзние касательной. Если М, (хи, у.) и М, (Х», Уо) две какие- 
нибудь точки пареболь, ло уравиепие севущей, проходящей через них, 
есть ($ 352): 

У 1 или иначе: У 2, 


Ра 


У № с В. 


Координаты точек ЛМ; и /Мь дотзжны удовлетворять уравнению паря- 
болы: . ь 
У = рхь и у" =рх,; 


о 


откуда у — у? = р (№ — 


или (ю— у Обь -Ну)==2р (— ху 


и следовательно, 
В 2р 


жму 
Тогда урзвиенне сскущей можно написать так: 


У—Уу —_ 9 
хм Ул 
Вообразим теперь, что точка Л гриба ижазгся к Л) и, наконец, сли- 


вае1ся с ней. Тогда секушая обращается в касательную, и уравнепие секу- 
щей делается уравнением касательной (у, = 4): 


У: ВИ 
хХ—м м 

пли 
УШУ — уй==рх — р. 


==97"“:: слоловательно уу — 22) ==ру--рла, огкуда: 


И 


о 


Но у, 
лу=в хх). 


374. С стдаз. Нйлам току поэс`етения касатальной с осью х-ов. 
Для стло до.агоч.о в уразненни касательной положить у==0 и найти 
<со ли бо ытен.. Туду повучим: б == р Ех х=Ь—Ф Хх, 


ре 


Из чертежа 116 видно, что абсцисса точки пересечения есть — АТ 
ни х, = В; значит, — АТ = — АВ и АТ== АВ. Таким обгазом, вершина 
параболы делит поволалм подхасательпую (так иззывается проскция каса- 
тельной Л1А/ на ось х-ов). Это даег нам другой простой сиособ прове- 
дения касательной, когда тсчка касания задана. 

375. Замечания. 1) Просматривая уравнения, выведенные нами для 
эллипса, гиперболы и параболы, мы видим, что все они 2-й степени с 
двум т неизвестными х и у. Благо тг ря особому раснолож пис коогданатных 
осей мы получяли эти уравнения в упрощенком виде. В подробных кур- 
сах аналитической геометрии доказыгается, что, вэ-первых, указанные 
кривые выражаются уравнениями 2-Й степени при всяком расположении 
координатных осей, и, во-вторых, наоборот, всякое уравнение 2-Й стенеин 
с двумя неизвестными х и у, отнесенное к прямоугольным координатным 
осям, выражает собою вообще какую-нибудь из этих кривых. Поэтому 
кривые — эллипс, гипербола и парабола — назывгются кривыми 2-го 
порядка (т. е. кривыми, выражающимися уравнениями 2-Й степени). 

2) Доказано, что если боковую поверхность пряхого кругового конуса 
пересечь какою-нибудь плоскостью, то в сечении получится (в зависи- 
мости от того, как проведена секущая плоскость) пли эллипс (в частности 
окружность), или парабола, или гипербэла. Поэтому ьривые эти называются 
такше конически ни сечениями1). 


ОТДЕЛ СЕМНАДЦАТЫЙ. 
ПЕРВООБРАЗНАЯ ФУНКЦИЯ. 


1. Нахождение плэгиеди, ограниченной дугою параболы, ординатою 
и абсциссою. 


376. Сзособ 1-й: посредством нахо ‹дечня бвоэлела суммы беско- 
нечно болышого числа слагаемых. Пусть требуется найти площадь $ 
фигуры (черт. 117), ограниченной дугою О© параболы у == алх?, ордина- 
тою РО и абсциссою ОР = 4. Для 
этого разделим абсцнссу ОР на про- 
извольное число п равных частей и 
из всех точек деления проведем п 
ординат, которые мы обозначим 
(слева направо) буквами: у, Уо. уз, 
...У‚==РО. Этими ординагами пло- 
щалдь $ разобьет я на п полис оди- 


1 
наковой ширины, равной — ОР.Обо- 


значим! эту ширину буквой а и пло- 
щади полос (слева направо) бук- 
вами: $1, 5: 5».--5,. Построим для 
каждой полосы два прямоугольника, 
оба с общим основанием а и с вы* 
сотою: у одного (выходящего), равнэю ордачат2, ограпичивающей полосу 


Черт. 117. 


1) 05 этих сечениях, см. А. Киселев — „Элечентарная геомстрия“, $ 4 
и след. 
# 
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=. 


справа, у другого (входящего), равною ординате, огоаничивающей полосу 
слева. Из чертежа видно, что площадь каждой полосы меньше площади 
соответствующего прямоугольника выходяшего, но больше площади соот- 
ветствующего прямоугольника входящего. Значит: 


ау, >5 >0 
ау > >91 
аз >53 >94 


ау, > 5„> Ул. 
Сложив все эти неравенства, получим: 
а (уаз -** Ну) > $ аби Ну *** НУ). 


Разность между крайними частями последнего неравенства равна у, == 
==а. РО; поэтому (и у |... у,) —5$<а.РО. 

Вообразим теперь, что мы неограниченно увеличиваем число п полос; 
тогда а—*0, поэтому и а: РО —0. Значит, из последнего неравенства 
следует, что $ == пред. а(у уз -|- ++ -Ну,), если «—0. 

Найдем этот предел. Из уравнения параболы у = ах? находим: у; == 00°, 
У =а (22)?, уз==а (3%), --- у==а (па)*. а в т “Бу, = 

р п(п п 
о › НО (4:5 944) и 


пе п @-- о 
) 


потому $ = пред. аа 


Разобъем о3 на 3 множителя: оча: из них один отнесем к сомножи- 
телю и, другой к сомножителю и--1 и третий к сомножителю 2п--1. 
Тогда можем написать: 


ал (ап -|- в) (241 -|- в) _ аа-- 9 (29-- о) 


== пред. а ——- 
6 р 6 
(так как ап== 4). Предел произведения равен произведению пределов; 
поэтому: 


1 1 1 
5==-6 94 . пред. (4 -- а) , прел. (24 - а) = 5. 4.9.24 = а4*. 


$ == пред. а 


Выражение это можно представить так: $ = 2.49 = РО. 4. 


Таким образом, плошадь рассматриваемой фигуры составляет 1/; пло- 
щади прямоугольника ОРОЮ, две стороны которого суть абсиисса и орди- 
ната, ограничивающие данную площадь; */ этого прямоугольника прихо- 
дится на площадь фигуры ОЮО. 

377. Способ 2-й: посредством вспомогательной функции. ®Решим 
теперь ту же задачу другим приемом, имеющим очень большое значение 
в матемагике при нахождении площалей и объемов. 

Изменим несколько условие задачи, а именно, допустим, что опреде- 
ляемая площадь не доходит слева до точки О, а ограничивается какою- 
нибудь ординатою АВ (черт. 118), соответствующею абсциссе ОА = р. 
Если нам удастся определить эту площадь как функцио отр, то, поло- 
жив р —0, мы затем найдем и площадь фигуры ОР. Вместо этой пло- 
щади станем находить площаль фигуры АВСО (покрытой на чертеже 


58 


штрихами), которая справа ограничена подвяжной орлинатой СО, могу- 
щей перемещаться от крайнего левого положения АВ до крайнего пра- 
вого положения РО. Пусть Ор =хи СР-=у. Очевидно, что если х изме- 
няется, то изменяется и площадь АВСДО (мы ее обозначим буквою 2); зна- 
чит, эта плошадь есть некоторая функ- 
ция от абсциссы х. Если мы эту функ- 
цию найдем, то, приняв в ней х== 
— ОР==4, мы найдем тогда и пло- 
щаль АВОР, а приняв еще р ==0, по- 
лучим площадь ОР@. Для нахождения 
этой функции предварительно разъяс- 
ним следующее важное свойство ес. 

Пусть х = ОР получит некоторое 
приращение Ах=ДОД,; тогда пло“ 
щаль 7 получит приращение Д2, равное 
площади ОСС.0.. Площадь эта мень- 
ше плошади прямоугольника ДЕС.Л,, 
но больше площади прямоугольника Черт. 118. 
ОСЕР.; поэтому: 


А 
Ах. СО, > Аг Ах . СР, откуда: С.0, > => ср. 


Аг 
Предположим теперь, что Аг —-0. Тогда отношение те стремится к 


пределу, называемому производной 2 от функцти 2, а С.Л, имеет, оче- 
видно, пределом СШ. Значит: 2’ == пред. м Ср. 

Мы приходим таким образом к следующему свойству функции 2: пло- 
шадь АВСР есть такая функция от переменной абециссы х = ОР, от 
которой производная равна переменной ординате у==Ср. 

В нашем примере СД == ах”. Поэтому теперь возникает вопрос, нельзя 
ли найти такую функцию, чтобы ее производная равнялась ах?. Легко 
сообразить, что за искомую функцию мо.хно принять одночтен 1/; ах, та 
Нак (1/3 ах3)' =; + 3 ах3—1=ъах?. Но ие только /; ах3 дает производную 
ах, та же производная получается и от функций: 1/3 ах3 -|- 1, /захз --2..., 
вообще от функции вида /з ал? -- С, гле С означает произвольное 
постоянное число (положигельное или отрицательное). Действи- 
тельно, так как производная от суммы равна сумме производных от слагаемых 


1 
и производнея от постоянного числа равна нулю, то (3 ах +с)' — 


=(; хз "Е С’ ад 0= 454, 


Значит, существует бесчисленное множество функций, от которых 
производная равна данной функции; все они предстэвляют собэю одиу 
и ту же функцию (в нашем случае 1/. ах?), к которой прибавлено произ- 
вольное постоянное число. 

Это же видчо и из чертежа 118. Если для функции, выражающсей 
площадь АВСО, производная равна орлинате СЛ, то та же сам я орли- 
ната СР будет служить производной для всякой другой функции, выра- 
жающей площадь, которая получится вместо АВСД, если ординату АВ 
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отодвинуть на произвольное расстояние влево от АВ, или вправо от АВ, 
напр., если вместо АВСО взять площадь А,В,СО. Действительно, будет 
ли взята площадь АВСД или площадь 4.В,СО, приращение Аг, соответ- 
ствующее приращению абсциссы х на Ах==ДОО)., остастся то же самое, 
следовательно, и предел отношения А2:Ах, когда Ах —»0 будет тот же 
самый. 

Таким образом, 2==1/; ах3 -|- С. Здесь С остается произвольным, пока 
речь идет только о том, чтобы производная 2’ рагиялась ах?. Но в нашем 
вопросе еще требуется, чтобы искомая функция при х=ОА==р обра- 
тилась в нуль. Тогда число С должно получихь такое значение, которое 
удовлетворяет равенству: 1/3 арз-- С==0, откуда найдем: С == — "/з ар. 
Следовательно: 


Если в этой функции положим х == ОР== 4, то получим:' 
площ. АВСО ==1/, а — 1: ар®, 
н, наконец, ссли еще допустим, что р==0, то найдем: 
площ. ОБР == 1/; 44° = 1/3 94? - 9==3РО-4, 


т. е. мы получим ту же формулу, которую нашли раныше другим путем. 


Н. Первоэбразная функция. 


378. Определение. В прелыдущем параграфе нам пришл-сь решать 
вогрос: дена некоторая функция (в нашей задаче у==ах“); найти такую 
другую функцию, чтобы производная от нее ргвнялась этой данной функ- 
ции. Функция, от которой производная равна данной функции, назы- 
вается первообразной функцией по отношению к данной. Так, 
функция 2='/. ах |- С, которую мы сейчас нашли, есть первообразная 
по отношению к данной функции у==ах”, так как (Узах?-Р С)' =ах”. 

Очевидно, что вопрос о нахождеини нерзообразиой функции есть 
вопрос, обратный нахождению производной от данной функции !). Решие- 
ние его основывается на уменьи находить производные. Так, зная, что 
(2х3) —=3Ах?, мы соображаем, что перзообразнгя фуикция от ах? ссть 
17: 2х8 -- С. 

Подобно этому легко находим: 


1) если 2 ==х, то ==1/ ^? + С 
, проверка: (лес) =1/.. 2х =]; 
2) если 2 = 3х, то == м3. м -- С; 
3) если 2 ==ах, то 2==а.1/,№-|- С=='.ах--Н С; 
4) если 2 ==х?, то == 48-- С; 
5) если 2 = 3" — 2х, то = — С; 
6) если 2 ==а^ | Вх с, то 2 == ал-- 1,21 сх-- С ит. п. 


2) Нахождепие производных от дзи"ых функпий назывсется в математике 
дифференцированием эх функичй, а обратный в прос — нахожде гие 
первообразных @омьций от данных — пазызается интегрированием этих 
данных функций. Сообразю этому дифферсициальным исчислением 
называется отдел математи и. указывающий способы ди! @еоеиыирозвания функ- 
ций, а интегральным исчислением — отдел, указызающии способы инге- 
грировац.я функций. В нашей канге дается толььо крагое го'яге 95 эгих 
отделах. 
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Ш. Некоторые применсния первообразной фунсц г 


379. Нахождение зкаопа пространства по данному закону скоро- 
сти. Мы видели ($ 310), что если при каком-нибудь прямолинейном дви- 
жении известна фупкция: е=={ (1), вырежающьая сазиснмость пространств 
г от времени Ё, в течение когоро.о э10 пространство проходится, то про- 
изводная от этой функции выразиг скорос ь деихления в зависимости 
от вре 1ени: /’(Ё) ==. Значит, по данному закону пространства мы можем 
найти ззкон скорости. Обратпо, если известеи закон ско ‘оси, то мы 
можем найти закон пространства при исмощи перзообразиой функцин от 
той, которая вырлжаег закон скорости. Так, при свободпом надении тела 
сгор сть, как мы знаем, подииме:ся закону: о==Ё; тогда высота, с ко- 
тогой тело падает в лечение # сскуид, дол ьна быть первообСразнсй фуик- 
цией от 2%, а эта функция есть 1/, с -- С. Для определения С почо-ким 
#—0; зогда высота, соответствующая этому значению времсиг, должна 
быгь 0, и следовательно, С ==0, и потому высота й, пооходимая падающим 
телом в & сскуид, выражается фозмулою й==1/, 2Ё. 

Подобно этому, при дыгсксаии тела, брошечього гертикально вверх 
с напальнсю скоростью 9, скорость выражаегся формулою; 9==%, — 81. 
Тогда высота, на которую тело подымается в & секуил, должна выразиться 
формулою В==9Ё-—1 8 -- С, где С надо принимать равным 0, так 
как при #==0 высота подиятия Й также равна 0 

359. Нахожденне заксна скорости по давиочу заколу ускогепия. 
Мы видели ($ 343), ч:о если известна фуикция, выраз’ающе” скорость в 
зависимости от времени: х ==71(1), то производная от этой функции вы- 
разит ускорение < этого движения: ==) (1). Ззачит, наоборот, если 
известна функция, вырахаюшет зависимость ускорения от времени, то 
первоозразная функция выразит зависимость скорости от времени. Так, 
при движении телг, брошениого вертикально вверх, ускорение всегда 
равно — 27; тогда скорость 9 должна быть первообразной функцисй от — &, 
т.е. 9==—27-- С. Положив #==0, найдем: 9;,==0С, и сасдовательно 
—-- 2 -Н ==, — 2 

381. Пэименениз первообзазной функции к нахошденяю объемов. 
Объеч пизамидь. Перзообразя»л фуикциеи Молиз» пользоваться часто 
и при нахожлсгии объемов. Приведем этому некото?ые примеры. Начнем 
с пахождения объема треуголь- 
ной пир”миды АВС (черт. 119), 

у которой площадь основания ] 
АВС обозначим буквою 6 и вы- 

соту 5 буквою й. Проведем в 
пирамиде сечение ДЕР пло- 
скостью, пагаллельной основа- 
нию и отстоящею от вершины 

на х единич. Вместо того чтобы 
находить объ>м гсей данной пи- 
рамиды, станем искать объем А 
только верхисй ее части ДЕР. “* 
Если мы найдем отот объем в 
зависимости от высоты х, то за- 

гем легко булег получить объем 
полной пирамиды, положив х ЕЙ. Черт, 119. 
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Очеидно, что объем 5РЕЕ есть некозорая функция от высоты х; 0бо- 
значмы ее 2 Дадим высоте х прирашение Ах, от чего треугольник ДЕР 
перместится в положение Д,Е,ЁЕ:. Тогда объем пирамилы получит при- 
Ра! ние Д2, равное объему слоя, заключенного между ДЕЁ и О.Е Е. 
Очеидно, что объем этого слоя больше объема призмы, у которой осно- 
вань есть треугольник ДЕР и высота Ах, но меньше озъема призмы, 
У юторой освование есть треугольник О.АЕ.Ё;, ни высота Ах. Но объем 
пРимы равен произведению плошади основания на высоту; поэтому: 
плотадь О.В, Г: - Ах > Аг > площади ДЕЁР* АХ; | 


Дг 
оТЬда: площадь Д.Е, Е: ах > плон'али ДЕР. 


Аг : 
Моложим теперь, что Ах—0; тогда дх "? Н площадь БЕ. Е. — 


плонади ДЕР. Значит: 2' = площади ОЕР. 
Из свойства сечений пирамиды, сделанных плоскостями, параллельными 


ОСИбанию, следует: 


‚ 


площадь ДЕР: площадь АВС =? ;: №, 


хе р 
ЭТКуда: площаль ДЕЁ == площади АВС. == 
р 
т. р 1 хз 
Значи: 2==-—_, и поэтому; =. 9 С= + С 
п? ' у 1 3 т за хх 
Гли х=0, то объем пирамиды равен 0; значит, С==0 и потому: 
хз 
=. 
ЗА? 
Теперь положим, что х==й; тогда найдем объем полной пирамиды: 
орз 1 
объем 5АВС =. == 6Й 
` 32 Зы 


# 

Т.е. объем треугольной пирамиды расен одной трети произведения п зо- 
МСО основания на высоту. 

Так как многоугольная пирамида есть сумма объемов треугольных 
пирамид, то этот вывод относится и к 
многоугольной гирамиде. 

382. Объем конуса определяется так 
же, как и объем пирамады. Пусть в конусе 
(черт. 120) сделано сечение плоскостью, 
параллельною основанию, на расстоянии х 
от вершины $ Обозначим редиусы: круга 
сечения г, основания Ю, высоту конуса Н н 
объем отсеченного конуса 5ДЕ буквою 2. 
Пусть х получит приращение Ах, так что 
круг ДЕ займет положение Д,ЁЕ,. Тогда 
'5ъэм 2 получит приращение А2, разное 
объему слоя, заключенного между кругами 
РЕ ир,Е;. Объем этот, очевидно, больше 
Черг. 120. объема циаииара, построениого на круге 


ый 


ДЕ как на основании и нзеющего высоту Ах, но меньшие другого ци- 
линдра, построенного на основании 2,Е, и имеющего ту же высоту Ах 
Так кк объем цилиндра равен произведению площади оспования ина вы- 
соту, то, значит: 


плошаль ОЕ-Ах< Аг < площади Р.Е, - Ах, 


Аг 
откуда: * площадь ДЕ - «< площади Д.Е1. 


Аг 
Предположим теперь, что Ах — 0; тогда ее, а Д.Е, —- РЕ. 


Зпачит: = = площади ОЕ ==яР. 
Из чертежа видно, что х:Н==г: А; отсюдл чаходим: 


Бх Ю?х* 
= —и 2 —- В . 
Н НЗ 
хК* 1 р 
следовательно 2— 8 ‘3 э--С= ЗН? с. 


При х==0 объем 2 должен равняться также нулю: следовательно 
С = 0 и потому 
кжА?хз . 
—_ ВН? 


Положим теперь х ==Н; тогда найдем: 

®А?НЗ 1 вен 
Зе 3” 

т. е. оббем конуса равен одной трети произведения площади основания 
на высоту. 

388. Объем шарового сегмента и шара. Пусть в шаре радиуса А 
(черт. 121) проведен произвольный диаметр 55; и какою-нибудь пло- 
скостью СО, перпендикулярною к этому 
диаметру, сделано в шаре сечение на рас- 
стоянии х от конца 5 диаметра $5.. Ило- 
скость эта отсечет от шара сегмент 5СД, 
объем которого обозначим 2, а радиус 
основания 7. 

Пусть х получит приращение Ах и 
круг СР займет положение С.Г),. Тогда 
объем 2 получит приращение Аг, равное 
объему слоя, заключенного между кру- 
гами СО и С.0;. Объем этот больше 
объема цилиндра, с высотою Ах и осно- 
вание которого есть круг СД, но меньше 
объема пилиндра с тою же высотою Ах, Черт. 121. 
по с основанием С!Д,. 

Следовательно, площадь СО - Ах < А2< площади С.Д, + Ах, 


объем конуса ЗАВ — 


42 
откуда: площадь СО < ТЕ: < нлошади С!Д. 


Аг , 
Если Ах —-0, то 3:2 И площадь С. — площади СР. 
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Зиачит: 2’ == площади СО ==кР. 


Если сосдииим точну Д прямыми с $ и 5;, то получим прямоуголь- 
ный треугольник О55$:. В этом треугольнике периендикуляр 7, опущен- 
ный из вершины прямого угла на гипотенузу, есть средвяя пропорцио- 
пальная вегичниа между отрезками гипотспузы, из которых верхний есть х, 
а нижний 22 --— х. Зичит, х) п потому: 


их (20 — х)==21Юх — пл". 


|. 1 1 1 
Следоватольво 2==071А. > №—®.— 5 ®- С = Юл? — 5 м --С 
Так как при х==0 таких и 2==0, то п С==0; 
1 1 
значит: = Юл — 5 пл3 == пл" ( Ю — Е х) . 


Таким образом, оббем шарового сегмента равен обзему цилиндра, 
‚у кото: сго радлус основандя есть сысота ссемента, а высота равна 
радиусу шара, уменышенному на стретью насть высоты сегмента. 

При х==А получим объем “о а умножив его на 2, найдем 


4 


объем шара ==*Ай Ю — —- ми ) 2 == кр, 


4 1 
Так как 5 *АЗ == Е .4к0?. ЛЮ, то можно скгзать, что обгон шара 


равен одной трети кроизведения его позерхпости на радиус. 


ОТДЕЛ ВОСЕМНАДЦАТЫЙ, 
ДОСБАЗЛЕНИЯ К „ЭЛЕМЕНТАМ АЛГЕБРЫ `. 


Г. Однозлачиость первых четырех алгебраических действий. 


384. Предварительные разъяснения. Как мы говорили прежде (ч. Ё 
8 36), два алгебраических выражения называются тождественными, 
если при всяких численных зпачениях букв они имеют одну и ту же 
численную всличину. Для обозначения тождественности двух выражений 
иногда употребляют особый з а =), который ставят между тожде- 
ственными выражениями. Напр. пишут: (65) ава — 
желая этим выразить, что произведение (а -|-6) (а—65) равно разно- 
сти а? — 6" ге при каких-либо частных зкачениях букв аи ф, а при все- 
возможных. Згак этот, впрочем, большею счастью заменяется обыкновен- 
ным знаком равсиства (==). 

Все равенства, которые мы выводили в алгебре для преобразования 
алгебраических выражений, представляют собою тождества, т.е. равен- 
ства тождествепных выражений. Таковы, напр., равенства: 


т--(е—в-- с) = а—Ь- с {ч. $5 48) 
т (а —в-о==т-арЬ— с (ч. Ь $ 50) 
(@--—0) (п—п==ат —ап-Н фт — бп —ст Е сп (ч.1 856). 


Выволя эти равенства и основанные на них правила алгебраических 
действий, мы сд тако не задавались вопросом, однозначны ли эти дей- 
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ствия, или многозначны. Напр., мы вывели правило, что для умножения 
многочлена на многочлен надо умножить каждый член множимого на каж- 
дый член множителя и нолученные произведения сложить. Таким образом, 
применив это правило к двум данным многочленам, мы должны получить 
такой третий многочлен, который при всевозможных численных значениях 
букв равен произведению данпых многочленов при этих значениях букв. 
Но мы при этом ме залавались вопросом, нельзя ли каким-нибудь дру- 
гим путем пайти еще иной многочлен, который также тождественно рав- 
нялся бы произведению данных многочленов, а до тех пор, пока мы не 
регли этого вопроса, мы остазмся в неизвестпости, однозначно ли алге- 
браическое умножение многочленов, или, быть может, двузначно и даже 
многозначно. Такой же вопрос возникает и о других алгебраических дей- 
СТВИЯХ. 

В этой главе мы гайхемся разрешением указэнного вспроса и прежде 
всего установим признак, по которому можно узнать, когда два много- 
члена тождественны между собою. 

385. Некоторые сведения о многочленах. Во всякое алгебраическое 
выражение могут входить числа, выраженные цифрами, и числа, выражен- 
ные Суквами. Последиие могут быть двоякого рода: или это постоян- 
ные числа, предполагаемые ланпыми, кли же это переменные числа, 
величину которых мы мох.см произвольно изменять. Посзоянные числа 
обыкновенно обозначаются первыми буквами алфавита (а, 6, с,...), а числа 
псременные — последними (х, у, 2,...). 

Всякий целый многочлен, можно сказать, представляет собою алгебраи- 
ческуто сумму одночленов вида Ах”у”2Р..., где буквы х, у, 2... означают 
произвольные перемепные числа, а коэффициепт А и показатели т, п, р,...— 
какис-инбуль постоянные чесла, причем показатели предполагаются числами 
целыми положигельньюи! (в частных случаях некоторые из них и даже все 
могут быль пулями). Мы будем предполагать, что в многочленах, о кото- 
рых нам придется говорить в этой глаге, слелано приведение подобных 
членов. 

Если коэффициенты членов многочлена сделмотся павными нулю, кроме 
какого-нибудь одного, то многочлен обратится в од: о мен, так что можио 
сказать, что одночлен есть частпый случай мпогочсена, 

Сумма всех показателей при переменных числах в одночлене назы- 
вается степенью его, или измерением. Тот член многочлена, кото- 
рого степень наибольшая, назызается высшим членом его, а тот, кото- 
рого степень наименыпая, газывастся низшим членом. Степенью самого 
многочлена пазывается степень его высп.его члена. Если вс? члены одно: о 
измерения, то миогочлен называется однородным. Тот член много- 
члена, который совсем не содержит переменных {пначе сказать, член нуле- 
вой степми, называется свободимм членом. 

Приведем некогорые примеры многочленов: 

1) 2х—5 двуччен 1-й степени; 

2) хз —3х-|-6 трехчлен 2-й степени; 

3) 3-1 1. —х--10 неполный многочлен 4-* степени (не содер- 
жит члена с ^*); 

4) Ахт- Вх" Охта... + Кх--Ё ойш й вид угогочлена 2-й 
степ.ни, содержащего одно переменное и расположенного по убываюцини 
степеням этого переменного; 

5) х? — Зху-- у? однородный трехчлен 2-й степени с друмя переменными; 
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6) 4ху2- ^3 — хлу-- 2хуг-|-5х многочлен 4-й степени с тремя пере 
менными (не содержит свободного члена). 

386. Лемма. Если целый многочлен с одним переменным х (обозна- 
чим этот многочлен для краткости одной буквою №): 


М = Ах" Вхтм - Схт? |+... -- Кх 


не содержит свободного члена, то всегда можно найти такое значе- 
ние х не равное нулю, при котором абсолютная величина этого много- 
члена будет как угодно мала, т.е. она будет меньше любого положи- 
тельного числа а, как бы мало последнее ни было. 

Доказательство. Очевидно, что абсолютная величина многочлена 
меньше суммы абсолютных величин всех его членов (или в крайнем слу- 
чае равна е!). С другой стороны, если для х будем брать положительные 
числа, меньшие 1, 10 


а ао хит 

Поэтому, обозначив абсолютные геличины чисел М, А, В, С... их 

буквами: М, А’, В', С’... х, мы можем написать: 
М= Ах Вх сх... + Кх, 
а: М = (А-В С .---НКх (при х< |). 

Из этого неравенства видно, что если для х’ возьмем какое-нибудь 
положительное число, которое, будучи меньше 1, в то же время и меньше 
частного а: (А-В -С...-- К’), то тогда М’ сделается мевьше а, что 
и требовалось доказать. Напр., многочлен х“ — 8х3 + х? — 2х сделается 
по абсолютной величине меньше 0,000001, если для х возьмем какое- 
нибудь положительное число, меньшее частного 0,000001 : (1 -|- З--1--2), 
т. е. меньше 1/; миллионной. * 

387. Теорема. Для 110го чтобы целый многсилен тождественно 
равнялся нулю (т. е. равнялся нулю при всяких численных значениях 
переменных), необходимо и достаточно, итобы коэффициенты всех его 
членов были нули. 

Доказательство. Сначала докажем эту теорему для многочлена 
М с одним перемсиным;: 


М== Ах" | Вх" -—1 4 сх"? |... Кх-- 1, 


1) Необходимость признака. Предположим, что //==0 при 
всяких значениях х; покажем, что тогда коэффициенты всех его членов 
(и свободный член Г) должны быть нули. Если М ==0 ‘при всяких зна- 
чениях х, то М==0 и при х==0. Но при этом значении х многочлен 
М обращается в Г; значит, тогда 1, = 0. Теперь данный многочлен можно 
представить так: 


М=х(Ах”—1-- Вх"? --...-- К) или М==х(М- К), 
если положим: № = Ах" -- Вх" 9 -|-...-|- 1х. 


Так как М ==0 при всяких значениях х, то М =0 и при всех зна- 
чекиях х, отличных от нуля. Но при таких значениях произведение х 
({№-- К) может равняться нулю только тогда, когда №-|- К ==0. Это воз- 
можно только тогда, когда А==0. В самом деле, допустим временно, 
что А-Е0. Тогда, согласно доказанной выше лемме, можно для х найти 
такое значение (отличное от нуля), при котором абсолютиая величина 
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многочлена Л, не содержащего свободного члена, сделается меньше ‘абсо- 
лютной величины А; при таком значении х алгебраическая сумма №-|- К, 
очевидно, не может равняться нулю. Значит, необходимо, чтобы А’=0., 
Представим теперь данный многочлен так: 


М== х* (Ах"а -- Вх" -|-...-- Г), 


мы таким же путем докажем, что Г=0 и т. д., т.е. окажется, что все 
коэффициенты должиы быть нули. 

2) Достаточность признака. Пусть все коэффициенты будут 
нули; тогда при всяком значении х каждый член многочлена равен нулю, 
и поэтому /1==0. 

Докажем теперь теорему для многочлена с двумя переменными х и у. 
Расположим его члены по убывающим степелям одного какого-нибудь 
переменного, напр. х; тогда многочлен будет иметь вид: 


Ах” -- Вх" -- Сх"* -|-...-- Кх-НГ, (1) 


где буквы А, В, С,... Г, означают некоторые многочлены (или одночлены), 
содержащие переменное у, причем коэффициенты этих многочленов при- 
надлежат к коэффициентам данного многочлена 1). Дадим теперь пере- 
менному у какое-нибудь частное значение у,. Тогда коэффициенты Д, 
В, С,... получат некоторые частные значения, которые мы обозначим 
А В» Сь»...Ё» и многочлен будет: 


дат Вот рита. © 


Допустим, что многочлен (1} обращается в нуль при всевозможных 
значениях х и у; но тогда он обращается в нуль при у=у; и любом 
значении х. Значит, многочлен (2) обращается в О при всяком зпачении 
х. Поэтому, по доказанному выше, А, =—=0, В, ==0, ... Г, =0. Но так 
как у, мы взяли произвольно, то многочлены А, В, С,...Ё (с одним пе- 
ременным у) должны быть равны нулю при всяком значении у, а для этого 
нужно, чтобы все коэффициенты этих многочленов были нули. Но коэф- 
фициенты эти служат также и коэффициентами данного многочлена; зна- 
чит, последние должны быть нули. 

Достаточность признака очевидна сама собою. 

После этого тем же приемом докажем теорему и для трех перемен- 
ных, потом для четырех и т. д. 

Теперь мы можем легко установить следующий закон тождества 
многочленов. 

388. Теорема. Для того чтобы два целых многоилена были тож- 
дественны, необходимо и достаточно, чтобы они ничем ме различались 
друг от друга, кроме порядка их членов. 


` 


1) Если, напр. данный многочлен будет такой: 


ах -|- рух -- сху— ау —ех-НДУ-НЬ, 
то, расположив его по убывающим степепям х, получим многочлен: 


ах? 1 — 4?) ха - (у су х 


для которого, следовательно, А==а, В=1 — 48, с=8у-- су-ент. д Коэзф- 
фициенты этих выражений суть а, д, с... т. е. коэффициенты данного много- 
> * 

«лена. 


п 


Доказательство. Сначала докажем теорсму для многочленов с 
одним переменным. Пусть нам дапо тождество: 


Ах” -- ВАТ, Ох... Кх--Е= Рй- О... 
... + Вх 5. 

Предположим, что т ис равно и; допустим, напр., что т==и-Н2. 
Тогда можно гависать: 

Дл | Вхиа | СХ’ -...-- Кх-- Г=ЕРх? -- Ом -|...- Вх 5. 

Если эти два многочлена рагны друг другу при всяком зн-чевии х, 
то их разность тождественно равна ну..ю; значит: 

Ах -- Вх -|- (С Рум-Н(рЫ— 0) --...- (Г— 5) =6. 

Для этого, согласио прелыдущей теореме, необходимо и достаточно, 
чтобы А—0, В—=0, С=рР, Р=0, ...Ё==5 Но тогда эти много- 
члены ничем пе разлачаю”ся (ьроме, быть может, порядка их члепов). 

Таким же путем мож. о доказать теорему и для нсскольких пере- 
менных. 

38-. Однозначность алгебраического слозния, вычитаиия и умно- 
ження мпогочленов. Докажем одлозначпость для какого-нибуль одного 
из этих трех дейстРий, папр., для умножения; для других действий можно 
повторить то же самое. 

Положим, что, узношая мпогочлены ЛГ и № по известному правилу 
умножения многочленов, мы получили текоторый многочлен Р. Допустим 
теперь, чтэ каким-нибудь другам путем можно получить еще иной мно- 
гочлен Р’, лакже тождественно равный произведенню 1/4. Так как оба 
многочлена Ри Р’ тождественны одному и тому же произведению ММ, 
то, очевидло, сни должны быть тождественны и между собою, а для 
этого, согласно закону тождества, необходимо и Достаточно, чтобы Ри 
Р’ ничем друг от друга не различались (кроме порялка их членов), т. е. 
чтобы эти многочлены представляли собою в сущности один и тот же 
многочлен. Зпачит, алгебраическое умножение есть действие однозначное. 

То же рассуждение можно применить к сложению и вычитанию. 

Докажем теперь и однозиачность деления многочленов. 

390. Одвозначность алгебраического деления многочленов. //0д 
делением млогочлена М на другой миогочаси № в общем случае разу- 
меют нахождение таких двух многопленов © (частное) и Ю (сстаток), 
которые удовлетворял: бы тождеству: МЕЕМО-Е К, причем степечь 
остатка Ю была бы ниже степени делителя №. Если степень дели- 
теля № не вошае степени делимого /[, то такое деление возможно, как 
это видно из способа деления многочленов, указанного в $8 70 (часть ]). 
Если окажется, что А есть пуль, то это будет деление без остатка; 
п тогда деление есть действие (обратное умножению), посредством ко- 
торого по ланному произведению (делимому) и олному из сомножителей 
гелителю) огыскиваегся другой сомножитесь (частное). Если же Ю-0, 
то это будет деление с остатком (аналогичное делению с остат- 
ком одного целого числа на друго?). Покажем теперь, что деление с 
остатком и деленне без остатка суть дс! ствия олнозначные. 

Предположим, что помимо мпогочленов @ и Ю (найденпиых так, как 
это описано в 5 70, ч. Г) существуют еше многочлены О’ и К’, также 
удовлетворяющие тождес!ву: Л== М’ -- А. 

Тогла мы будем иметь тождество: №0-- В=ЕМО' 1 К, отвуда: 


№9 — М9’ == — К, т.е. МО—0)=Ю-—А. 


Последнее тожлиоство возможно только тогда, когда мпогочлены ©’ и 
К не отличаются сдответствснио от многочленов @ и Ю. В самом делс, 
если бы многочлен ©)’ разнился от многочлена (©), то тогда левая часть 
последнего тождества, по раскрытии скобок, представляла бы собою не- 
который многотлен степени не инже степени №, тогла как правая часть 
это-о тожлества была бы многочлепом степени ниже степепи Л (так как, 
по определению деления, степень Ю и степень Ю” ниже степепи №); а 
лва многочлена разных степзней пе могут бьть тождественными, как это 
следует из закона тождества. Млак, многочлены @ и О’ не могут быть 
различными; ио тогда левая часть тождества равна нулю; потому и пра- 
вая часть его равна нулю, следовательно, и Ю пе может разниться от 
Ю'. Тгким образом, частное может быть только одно, и остаток может 
быть только одип, т. е. деление есть тоже действие однозпачное. 


П. Делимость миогочлена, целого относительно Х, на разность х — а. 


391. Теорема 1. Многочлел, пелый отиосштельно х (и расположен- 
ный по убывающилм стененям этой буквы)- 


М == Ах" Вх” сх”... К 


при делении на разность х—& (гле а есть произвольное число, поло- 
жительное иян отрицательное} дает остаток 


К == Аа" -- Ва" -|- Са" --...-- К, 


равный тому значению делимого, которое оно получает при х==а. 

Доказательство. Пусть от деления М на х— а получается не- 
которое частное © и нскоторый остаток Ю. Так как, по определенню 
деления, степень остатка Ю должна быть ниже степени делителя х— а, 
а этот делитель 1-Й степени, то слепснь Ю должна равняться нулю, т. е. 
Ю не содержит в ссбе х. Заметив это, возьмем тождество: 


М= (х— а) 9-|- Ю, 


которому, согласно отрелелению деления, долеты удовтетворять О и МЮ. 
Если это равенство есть тождество, то это значит, что оно верно кри 
всевозможных значениях х, а потому оно голжно быть верно и при 
х==а. Но при х==а оно дёет: М' == (а—а)9-|- К, егли буквами Ми О 
обозначим те значения М и ©, которые эти многочлены притимают при 
х==а (остаток Ю, как ис сод.ржашщий ворсе х, ие изменится от подста- 
пов-и а на место х). Так как при х==а произвеление (х— а) © обра- 
щается в 0 - ©, что равно нулю, то последнее равечство дас: Аг’ == Ю, т. е. 


В == Аа"-|- Ва” - Со"... К, 


что и требовалось доказать. 

Следствис. Так как х | а-=х-—{-— а}, то, примс мя доказаную 
теорему к сумме х -|- а. найлем: многоялен Ах” -- Вхт | Су"... ЕК 
при делении на сумму х-- а дает в остетке число, равлог А (— вт 
В (—а)""--...-Н К, т. е. читло, равное тому знал по сьямс) 
которое оно получает кри х==— а. 

Прямеры. 1) Многочлен х*’ 35° бх--Т пра Гении ях -9 
дает остаток, рав"ый 2’ — 3+4'-ро.2 — 1 ==. 29. 


2) Многочлен хз — 3х {5х —1 при делении на х-- 2 дает остаток: 
(— 2) —3(—2)--5(—2)-61=— 53. й 

392. Теорема 2. (Для того чтобы много Ах” -- Вх” 
Сл" -...-НК делился на разность х—а, необходимо и доста- 
точно, чтобы при х=а он обращался в нуль. 

Доказательство. Это необходимо, так как если указанный много- 
член делится на х— @, то остаток от деления должен быть нуль, а этот 
остаток, по доказанному выше, есть то значение делимого, которое оно 
принимает при х==а. Это достаточно, так как если многочлен обра- 
и-ается в нуль при х=а. то это значит, что остаток от деления этого 
уногочлена на х-—@ равен нулю. 

Стедствие. Для 210г0о чтобы многочлен Ах” -|- Вх" --.. К 
делиля на сумму х-а, необходимо и достаточно, чтобы при 
х=— а он обращалея в 0, так как сумма ха есть разность 
х—(— а). 

Примеры. 1) Многочлен х? — 4х? -|-9 делится на х— 3, потому что 
33—4.32 9—0. 

2} Многочлен 2х*-- х—45 делится на х-- 6, так как 2(—5)® -- 
4+ (—5)—45=0. 

398. Теорема 3. Зная один корень алгебраического уравнения: 


Ах” Вх” 4 сх"... К==0, 


мы можем понизить степень этого уравиения на 1. 

Действительно допустим, что каким-нибудь путем (напр., просто до- 
гадкой) мы нашли один корень х=а. Это значит, что многочлен, стоя- 
щий в левой части уравнения, обращается в нуль, при х==а. Но тогда 
этот многочлен делится на х—а. Сделав это деление, мы получим в 
частном некоторый многочлен © степсни #-—1. Теперь данное уравне- 
ние можно представить так: О(х — а) =0. 

Это уравнение удовлетворяется только теми значениями х, при кото- 
рых либо х—а равно нулю, лнбо @ равно нулю. Приняв, что х — а=0, 
мы получим ранее найденный корень, если же допустим, что @О==0, то 
будем иметь уравнение, степень которого на 1 ниже степени данного 
уравнения. 

394. Делимость х"-ра” на х-- а. 1) Разность одинаковых степе- 
ней двух чисел делится на разность тех же чисел, так как х”— а" 
при деленин на х—@ дает остаток а” — о”, т.е. нуль. 

2) Сумма одинаковых степеней двух чисел не делится на разность 
этих чисел, так как х"-- а” при делении на х—а дает остаток 
а" а" =2а”, а не нуль. 

3) Разность одинаковых четных степеней двух чисел делится, а 
нецетных не делится на сумму этих чисел, так как при делении 
разности х”— а” на х--а остаток равен (—@)”" — а”, что при т 
четном равно нулю, а при т нечетном составляет — 2а”. 

4) Сумма одинаковых Нечетных степеней двух чисел делится, а 
цетных не делится на сумму этих чисел, так как при делении суммы 
х"-- а” нах -|- а остаток равеи (— а)" -|-а”, что при т нечетном равно 
нулю, а при 2 четном составляет 2а”. 

Примеры. 1) А -- а! делится на х-- а, но не делится на х— а. 

; 2) х?— а? делится и на х— а, и на ха. 
3) х°-|р а? не делится ки на х—а, ти на ха. 
#50 


4) х3 — а? делится на х—@, но не делится на х-|- а. 

5) хз -- а? делится на х]- а, но не делится на х— а. 

Замечание. Разность х” —-а" при т четном делится и на х—-а, 
и на х-Р а; втаком случае эта разность должна делиться на произведе- 
чие (х -- а) (ха), т. е. на х? —а7. И действительно, представив раз- 
ность х" — у?" в таком виде: (х?)" — (а°]", мы замечаем, что это есть 
разность одинаковых степеней чисел х? и 47; следовательно она должна 
делиться на разность этих чисел, т. е. на х® — ай. Так: 

же — ай == (х* — а?) (® а”), х8 — @8 — (2 — 29) (хм аж а“) 
ит. п. 

395. Частные, получаемые при делении Хх” -- @" из х-р а. Из рас- 
смотрения процесса деления: $ 


"— апх—а 
хр ахт—2- ах"-8 |... а” 


1-Й ОСТ, зе» ВЕ. зы 
ах 1 а” 

2-Й ОСТ. „ана ‚ ах" ° 
ах" — ст 
3-Й ОСТ. „ан. „ат 8 
г 2.“ —ат 


(т1-1)-й ост... ... И хат 
т-Й ОСТ. а... .. 4” — ат 0. 


замечаем, что многочлен, получившийся в частном, содержит т членов; 
сумма показателей в каждом члене при а и х одна и та же, именно 171 — 1; 
показатели х идут, уменьшаясь на 1, от т—1 до 0, показатели же а 
идуг, увеличиваясь на 1, от 0 до и — 1; коэффициенты у всех членов 
равны 1; знаки все -|-; число членов в частном #7. 

Заметив это, можем прямо писать; 


№ — = (х— а) (ах а’), 
жа = (х— а) (23 ах -р ах -- аз); 
28 — а —(х— а) (х* -- ах - ах? - 3х -- а); ит. п. 
Чтобы получить частное от делейИя х”— а” на х--а при т четном 


или при делении х”-|- а” ва х-- а при т нечетном, достаточно в нолу- 
чениом выше частном заменить а на — а. Таким образом: 


ха) ака); 
х'— 1 = (х-{ а) (*3 — ах? -- ах — аз}; 
х-| а — (х- а) (х* — ахз -| ах —а3х р а\) ит. п. 


НЕ Общие формулы решения системы двух уравнений первой сте- 
пени с двумя неизвестными 


396. Общие формулы. Систему двух уравнений первой степени с двумя 
неизвестными мы можем в общем виде изобразить так (ч. Т, 6 138): 


ах фу=с 
ах Бу=с. 


б 3. менты 2 лебры п знапиза, ч. ЦП. 81 


Решим эту систему, предполагая, что пи одип из четырех коэффи- 
циентов а, В, @', В’ пе равен нулю. Применим, иапример, способ сложе- 
ния или вычитавн, я. 

Умножив члены первого уравнения на 8’, а члены второго на В, вы- 
чтем второе уравнение из первого: 

арх -- Бб’у = сё’ 

ах — усё с6' — с 

7 хх ———_. 
(а —абх=ев фсе ар’ -—@'ь 

Умножив члены первого уравнения на а’, а второго на а, вычтем урав- 

нения почленно: 
аах | бу ==са' . 
вах —Вау=—са са — са 
(ба —ба)ужса —са Ба’ 
наменателей и м ожно сделать аи ыми, еспи 

З нателей обеих формул м сде одинаковыми, если оба 
члена дроби, пот) чениой дая у, умпожим на-— 1; тогда получим следу ющие 
общие формулы: 

сб — с ас —@с 
== у—=——. 
а’ — а - а — ав 

Пллезно запомнить, как можно составить формулы для неизвестных, 

не прибегая каждый раз к их выводу. Знаменатель оф’ — а’б, одинаковый 


а 6 
для обеих формул, составлен из коэффициентов а>< р’ персмноже- 


нием их крест-накрест, причем одзо произведспие взято с-|-, другое 
с —. Числители формул получаются из знаменателя заменою в неч 
коэффициентов опредетяемого нензвестного соответственно свободными 
членами с п с’. Чтобы получать, например, числителя формулы х, ъадо в 
знаменателе аб’ —с'6 замепить иксовы коэффициенты а и а’ соответ- 
ственно нас нс’; от этого получим: сё' — 6. 

397. Исследовавие общих формул. Рассмотрим особо следующие 
два случая: 

Г. Общий знаменатель 26’— а’ не равен нулю. В этом 
случае для каждого нензвестного получается единственное решение, ко- 
торое может быть положительным, отрицательным и равным пулю. © зна- 
чении этих решений здесь может быть сказано то же самое, что гово- 
рилось при исслеловании одпого ураьнения с одним неизвестным (ч. 1, 
$6 126, 127 и 128). 

П. Общий знаменатель 92’ — а'6 равен нулю. 

Докажем, что тогда: 


0 
а) Если одно пеизвсстное представлястся под видом б› тои другос 
неизвестное представляется под тем же гидом. 
0 
Пусть, например, “=. Дия этого нужно, чтобы 
сб’ = 
аб’ =а’6. 
Перемножив эти два равенства крест-накрест, найдем: 
срав==сфый. откуда. сбев--сфав =0, или 66’ (ас ас) =0. 
Так как числа фи 6’, по предположению, не кавны нулю, то последнее 
82 


0 
равенство возможно только тогда, когла @’с —'ас' ==0; но тогра о: 
о ? иены ' р’ ый р 

Также, если допустим, что Ех 6: 46 == Сна 0, то, пс- 

ремиожив эти равенства крест-накрест, найлем: ас'а’В == а’саё’, откуда 

аа, (6—6) ==0. Так как числа а и а’ мы предположили не равными 0, 

то последнее равенство дает: с'В— сб’ —=0, а тогда и 0 
т 


6) Если одно неизвестное представляется под видом 9’ ге т 0, 


п я. 
то и другое неизвестное представлястся под видом 6’ где п-Е0. Дей- 


0 
сгвительно, если бы оно прнияло вид ©’ то и первое нсизвестное, по 


доказанному, имело бы тот же вид, а мы предположили, что этого нез. 


0 0 
Решения: х= и УЕ. означают неопределенность задачи. 


Действительно, умножив все члены первого уравцения на 2’, а члены 
второго на 6 (что гожно сделать, так как числа ри #’, по предполо- 
жению не равны 0), получим: 


арх Е 6б’у = её 
ах бу=еф. 


0 
Если Х==—Ф и у= то а’ =а'6, сё’ ==е'0; тогда эти два уравне- 


0 
ния представляют собою одно уравнение с двумя непзвестными; ав этом 
случае нензвестн”:е могут иметь бесчисясиное множество значений. 


= © 


т п 
Решения: х=<) и у= означают несовместность уравнений. В са- 


мом деле, если аб’ ==а’5, а сб’ -Е СВ, то левые части последних уравне- 
ний имеют одпнаковые численные величины, а правые — разные; значит, 
эти уравнения нссовместны, и задача невозможна. 

Из сказапиого заключаем: система двух уравнений первой степени с 
двумя нензвестгыми допускает или одно определенгое решение, или бес- 
численное множество решепий, или же ни одного решения. 

398. Случай, когда некоторые из коэффицигнтов равны нулю. 
В этом случае не следует полагаться на общие формулы {выведенные р 
предполож.нин, что ни один из коэффициентов а, 6, а’ и 6’ не равен 
нулю), а должно полвергать каждый случай особо\у исследованию. По- 
ложим, например, что оба козффициеига при одпом и том же неизвест- 
ном равпы пулю. Пусь в =6'==0; тогда аб’ — а'6 =0 и с’ —с6==0, 


. 0 т 0 , 
и общие формулы дают х== = или т, смо:ря по тому, будет 


0 0 
ль ас’ пе равпо или равно а’с. Уравнения же в этом случае дают: 
ах--0-у=с с 
х = — 
| 
откуда с' 
дачи 
ах |-0-у=е' [ей 
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› 
[4 с 

Если ас не равно @’е, то ° не равно, и уравнения невозможны, 
а а 


потому что для х получаются два различные значения: между тем в этом 
0 т } р 
случае формулы для неизвестных дают “=, 0 Если же ас'=ас, 
с с 
то а 2=/» Тогда для х получается определенное решение, а у может 


иметь всевозможные значения, хотя общие формулы в этом случае дают 
р 0 
—_ и ли я: 
0 "7—о 


Ц 


ГУ. Извлечение квадратного козня из многочлена. 


399. Объяснение процессса извлечения. В некоторых случаях квад- 
ратный корень из многочлена может быть выражен в виде многочлена 
(в виде одночлена он не может быть выражен, так как одночлен в 
квадрате дает одночлен, а не многочлен). Покажем это на следующем 
примере: 


И 16 25—24 2363 -- 13 а?5* — 3 а -- 11, 55. 


Мы расположили данный многочлен по убывающим степеням буквы а, 
так что высший член в нем есть первый, а низший — последний. 

Предположим, что существует многочлен, квадрат которого равен 
данному многочлену. Пусть этот многочлен тоже расположен по убываю- 
щим степеням буквы а, так что высший член в нем первый. 

Мы видели (ч. Г 5 155), что квадрат многочлена == квадрату 1-го 
члена -- удвоенное произведение 1-го члена на 2-й-| квадрат 2-го 
члена - удвоенное произведение суммы первых двух членов на 3-й -- 
-- квадрат 3-го члена, и т. д. Если возвьннаемый многочлен расположен 
по убывающим степеням главной буквы, то очевидно, что высший член 
в квадрате этого многочлена есть квадрат первого его члена. В подко- 
ренном многочлене высший член есть 160767; значит, это и есть квалрат 


1-го члена искомого многочлена; поэтому 1-Й член корня == У 16416 = 
—-Н 446. Таким образом: чтобы найти первый член корня, 
достаточно извлечь квадратный корень из первого 
члена подкоренного многочлена (предварительно расположен- 
ного). 

Из найденных двух значений первого члена возьмем пока одио: 
-- 442, а впоследствии примем во внимание и другое: 


И !6 2^5 — 24 а^ё* -|- 13 085 — За -- 158—406 — Зав +10. 


— 16 24 
8 26 —3Заё* | » — 24 238 | 13 ............ первый остаток 
—3а6"| „ 24 @363 — 9225 
8 ар 606-128, „ -- 4 — За -10'....... второй остаток 
16°] „ — 40461 3 468 — 18° 
0. 


Найдя первый члси корня (44), возвысим его в квадрат и вычтем 
из подкоренного многочлена. В остатке (первом) должны получиться все 
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члены многочлена, кроме первого. Мы написали только 2 члена остатка. 
потому что остальные пока не нуъны. В этом первом остатке должны 
содержаться: удвоепное произведение 1-го члена на 2-й -|- квадрат вто- 
рого члена -Р удвоенное произведение суммы первых двух членов на 
3-й -- квадрат 3-го, и т. д. Из всех этих членов высшим будет удвоенное 
произведение 1-го члена на 2-ой, а в остатке высший член есть — 24 2363; 
следовательно — 24 2363 и есть удвоенное произведение 1-го члена на 2-й. 
Значит, чтобы найти 2-й член корня, достаточно разделить 
первый член первого остатка на удвоенный первый член 
корня. 


Для этого налево от остатка (или направо от него) проводим верти- 
кальную черту, за нею пишем удвоенный первый член корня (8 @°6), от- 
ступив немного от черты влево. Разделив — 24 0363 на 8 @°6, получаем 
одночлен — 3 а6?, который и записываем в корне на месте второго члена, 
и вместе с тем приписываем сго за вертикальной чертой к удвоенному 
первому члену (получаем за чертой 8 46 — 3 а6?). Это делается для того, 
чтобы, умножив 8 20° — 3 а6? на-— 3 а6®, зараз получить: удвоенное про- 
изведение 1-го члена на 2-й и квадрат 2-го члена. Умножив на самом 
деле 8 46 —3а63 на — 3 аё?, пишем произведение под остатком и из нето 
вычитаем (для чего переменясм знаки у вычитаемого многочлена на про- 
тивоположные); получаем второй остаток -|- 4 2°5' —3 а 1/, 6%. 


Во втором остатке должны содержаться: удвоенное произведение 
суммы первых двух членов корня на 3-й член -р квадрат 3-го члена, и 
т. д.; другими словами: удвоенное произведение 1-го члена на 3-й -|- уд- 
военное произведение 2-го члена на 3-й-Г квалрат 3-го члена, и т. д. 
Из всех этих членов высший есть улвоениое произведение 1-го члена 
на 3-Й; а в остатке высший член есть | 4 4761. Значит, 42° и есть 
удвоенное произведение 1-го члена корня на 3-Й его член. Отсюда сле- 
дует: чтобы найти 3-й член корня, достаточно разделить 
первый член второго остатка на удвоенный 1-й член 
корня. 

Пишем 8 276 за вертикальною чертою (отступив от нее влево) и де- 
лим на это выражение 44 *0*; получаем -|- 1/. 23; пишем этот результат в 
корне на месте 3-го члена, Теперь нам нужно составить удвоенное про- 
изведение 1-го члена на 3-Й -|- удвоенное произведение 2-го члена на 
8-й -|- квадрат 3-го члена и полученную сумму вычесть из второго остатка. 
Чтобы удобнее найти эту сумму, к удвоенному 1-му члену приписываем 
(за вертикальной чертой) удвоенный 2 и член и еще 3-Й член кория (по- 
лучаем 82° — 606? -|- 1/, 23) и образовавшийся от этого многочлен умно- 
жаем на 8-Й член, т. е. на 1/. 23; полученное произведение подписываем 
под остатком и из него вычитаем (для чего переменяем знаки у вычи- 
таемого многочлена). 


В нашем примере 3-Й остаток оказался 0; если бы получился остаток, 
не равный 0, то мы продолжали бы действие далее, рассуждая так, как 
и раньше. 

Для первого члена искомого корня мы взяли лишь одио значение 
У 16а, именно --4 476; но мы могли бы также взять и — 407; в 
этом случае остальные члены корня тоже переменили бы знаки на про- 
тивоположные, потому что для получения их пришиюсь бы делить пер- 
вые члены остатков не на 8 076, а на — 8 а?6. Значит, квадратный корень 
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из мпогочлена имеет два значения; в нашем примсре одно ==4 а? — 
— 3 462 -|-1/,63, другое =-— 446 -|-3а6°—1/.[3; оба эги значения 
можно выразнть так: = (4 26 — 3 ар --1/. 63). 

Мы могли бы подкоренной многочлен расположить по возрастающим 
стенеиям главной буквы; члены корня нашлись бы тогла совершенто так 
же, как сейчас было объяснено; только в объясисный слово „высший“ 
должно заменить словом „низший“. 

499. Правило. Чтобы извлечь квазратный корень из многочлена, пред- 
варитсльно располагают его по убыва’ощим или по возрастающим степе- 
ням одной и той же буквы. 

Извлекают квадратный корень из 1-го члена многочлена; полученный 
результат берут за 1-й член кория. 

Возвыснв этот член в квадрат, вычитлют сего из панного мно: очлена. 

Делят 1-Й член первого остатка на удвоепныи первый член кория; 
полученное частное берут за 2-й член кория. 

Приписав этот член к удвоенному 1-му члену кория, умножают полу- 
ченный двучлен на 2-й член корня п прогзведение вычитают из 
остатка. 

Делят 1-Й член 2-го остатка на удвоенн' й 1-й член корня: полученное 
частгое принимают за 3-й член корня. 

Припнсав этот член к сумме удвоеиного 1-го члена и удвоевного 2-го 
члена, умножают полученный трехчлен па 3-и член корня и произьедение 
вычитают из 2-го остатка. 

Продолжают действие так же и далее. 

491. Признаки невозможности извлечения. 1} Если дагиый много- 
член есть двучлен, то корень квадратный из него не может быть выражен 
многочленом, так как всякий многочлен в квадрате дьет по меньшей мере 
3 члена, а не 2. 

2) Если высиий или низ ий члены многочлена не прелстагляют собою 
точных квадратов, то кор.нь кьадратный из многочлена не может быть 
выражен многочленом. 

Это прямо следуст из правила нахождения высшего и низшего чле- 
нов корня- 

8) Если высший и низший члепы ъкогсчлена-—точные квадраты, то воз- 
можность или исвозможность извлече..ия коргя обгаругится посредством 
самого действия; при этом если многочлен расположез по убывающим 
степеням главой буквы, то продолжают цействие до тех пор, пока в 
остатке не получится 0, или пока не получится остаток, у которого 
первый член не делится на удвосиный первый член кория; в последнем 
случае извлечение невозможно. Если же многочлен расположен по воз- 
растающим степеням главной буквы, 10, вычислив прсодз: рительно посчед- 
ний член кория (который равсн корию ивадратиому из последнего члена 
многочлена), продолжают дуиствие до тех пор, пока в корне не полу- 
чится член, у которого пока атель главной буквы разен показателю этой 
буквы в вычисленном последнем члене корыя, или более его; если гри 
этом есть остаток, то извлечелие невозмоьно. 

402. Замечание. Когда из даниого многочлега нельзя извлечь точного 
квадратного кория, все-таки инэгда бывает полезно пачать извлечение с 
тем, чтобы, прекратив сго на каком-нибудь члеве к.рия, представить 
данный многочлен в виде сучмы квадрага с остатком 
от извлечения. Например; 
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— 24 
2 —9х|,— 48-8 

— 2х | „-- 4х — 422 
— 4х2 1-3, 

Положим, что мы прекратили извлечение на втором члене корня. 
Получизиийся при этом остаток произошел от вычитания из подкорен- 
ного многочлеча всех членов, которые получаются от возвьшшения в 
квадрат найлсалног о двухчиена х’-— Эх; значиг: 


{Аж 3) 2 = 45; 


следовательно 
4 = (х — 2х) (— 4 3) = (0 — 2) 4-8, 


У. Пресбразование сложиого радикала | ‘д УВ. 


402. Корт биквадратного уравнения, как мы видели (ч. Г, $ 229) 


выражаются нод видом сложных радикалов ИА= УВ. Такие радикалы 
в некоторых случаях возможно преобразовать в сумму или 
разность двух простых радикалов и тем упростить их вы- 
числение и определение степени погрешности результата. Покажем, как и 
при каких условиях это можно сделать, 

Пусть в сложном радикале ИА- УВ числа А и В будут рацио- 
нальные, причем УВ число вегественное иррациональное (и следова- 
тельно В число положительное). Предположим, что возможно равенство: 


ИА иВ== ух== у, 
в котором числа х и у положительные рациональные. Возвысив обе части 
этого равсиства В квадрат, получим: 


А-- ИВ==ху--2 Уху=х у У4ху. 
Откуда: ИУ4ху=(А—х—у- УВ 


и следовательно 4ху=(А—х— у) 1-В-|-2(А ху ув. 
Левая часть этого уравнения ссть число рациональное; значит, и 
правая часть должиа быть числом рациональным. Но это возможно только 


тогда, когда коэффициент при И В будет равен нулю. 
Положив А—х—у==0, находим: х--у==А; тогда 4 лу= В, и 
а 


мы получим систему двух уравнений: х-Ру==А, ху== -- 


Из этих уравнений видно, что х и у можио рлссматривать как корни 
такого квадратвого уравнения, у которого коэранщиент при неизвестном 
во 2-й саспени есть 1, коэффициент при неизвестном в 1 Й степени 


В | 
есть — 4, а свободный член равен - ({ч. 1, $ 219). Значит, решив урав- 


В 
нение: 2° —Д2-- = 0, найдем х ину: 
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аи я В _А-|-14*— В 
о а. 2 
рый А В _ АИ В 

асы си 4 


Следовательно 
ИАН ИУ АНИ. И Аим. 


Отсюда видно, что радикал УАТУВ можно представить 
в виде суммы двух простых радикалов только тогда, 
когда Д есть число положительное и 21° — В есть точный 
квадрат. 

Подобным же образом выведем, что прин тех же условиях и при 
А УВ: 


Замечание. В указанных формулах радикалы надо понимать в их 
арифметическом значении. 


Примеры. 


ЩИ 10—10: — 51 
1) Ию-уы=] я : - У г ре 
10-7 7 ЗАРУб 5,8301 2,44 
=и = у: г ый : и те 9 — 4,139. 


2) У8—2у15= Я у*== 


=уУ5—УЗ== 2,236 — 1,732 == 0,504. 


9-7 9—7 
уе ичи УЧЕТ 


_ У8-1 _ у88- ии _ 9,381 -- а 
уп 11 11 


/ ЕЕ ВЕКИ 
4) а И 2" — / "1 м = =? — Ин арт. 


(Известнал геометрическая формула удвоения числа сторон правиль- 
ного вписанного многоугольника.) Здесь: =27; В=4м— ап; 


ИА* —В-== ар; поэтому: 


и. ИУ“ И (8 


= 1,154. 


Е 
— 
“ 
—-. 
< 
| 
>| 
— 


У1. Щотголнительные свсдения о неравенствах 
(см. часть 1, 86 134—136; 248, 2). 


404. Два рода вопросов относительно незавечств. Отиосительно 
неравенств (как ци равенств), содержащих букьы, могут быгь предлагаемы 
вопросы двоякогоо рода: 

1} решить неравенство, содержащее неизвестные, т. е. определить, 
между какими пределами долисиы заключалься чи`ленные значения не- 
известных, чтобы: оно было верно, т. е. больше чего или меньше чего 
должны быль этин значения неизвостных; 

2) доказат ь тождественное неравенство, т.с. обнаружить верность 
его при всевозмоожных значениях букв, или, по крайней мере, при зга- 
чениях, ограниченнных заданнымы наперед условиями. 

Решение обозих вопросов основывается на некоторых свойствах не- 
равенств, подобнтых тем, которые служат основанием для решения урав- 
нений. 

405. Равносимльные неравенства. Нерасенства, содержащие одни и 
те же неизвестньые, называются равносильны ми, если они удовле- 
творяются одними и теми же значениями этих пеизвестных; так, 2 нера- 
венства 3х -|-2<х--10 и Зх<х-8 равлосильны, так как оба они 
удовлетворяются значениями х, меньшими 4, и тольк® этими значениями. 

Относительно равносильности неравенств докажем теорзмы, вэсьма 
сходные с подобшымн же теоремами относительно равносильности урав- 
нений (55 120 — 123). 

406. Теоремга 1. Если к обеим частям неравенства (содержащего 
неизвестные} преибалим (или отнимем) одно и то же число, то полу- 
чим новое нераввенство, равносмльное первому. 

Обозначим лезвую часть неравенства, содержащего неизвестные, одною 
буквою А и праавую часть — другою буквою В, и пусть т есть какое 
угодно число; доокажем, чго два неравенства: 


АВ (1) Ат Вт (2) 


равносильны. По-.ложим, что переое неравенство удовлетворяется при не- 
которых значенизях букв. Это значит, что при этих значениях численная 
величина А делазется болыше численной величины В; но тогда при тех 
же значениях бу кв и численная величина суммы А -- т сделается больше 
численной величины суммы В - т, так как если к обеим частям нера- 
венства придади м порсвну, то знак неравенства не изменится. Значит, 
всякое решение перавенства (1) принадлежит и неравенству (2). 

Обратно, если при некоторых значениях букв численная величина 
суммы А--т щелается больше численной величины суммы В-- т, то 
для тех же значений букв и численная величина А сделается больше 
численной величшины В (если от обеих частей неравенства отнимем по- 
ровну, то...); сле-довательно, все решения неравенства (2) удовлетворяю? 
и неравенству (1); значит, эти неравенства равносильны. 

Переходя от неравенства (2) к неравенству (1), мы замечаем, что от 
обеих 'астей неравенства можно отня.ь одно и ло же число 

Замечание. Число прибавляемое к обеим частям неравенства или 
отнимаемое от них, может быть дано в виде какого-нибудь буквен- 
ного выраже-ния, причем. вы‘ аж-ние это может содержа"ь в себе и 
неизвестные,., входящие в нерьси-тво; «.улдю только, чтоэы приба- 
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вляемое выражение при всех значениях неизвестных, удовлетворяющих 
данному неравенству, представляло собою оп ределенное число 


0 
(а не принимало бы, например, вида — , или со). 


Следствие. „Любой член перавзнс”ява можно перенести из одной 
части в другую с противоположным знаком. 

Если, нанример, имеем перавенство: А>>В -- С, то, отняв от обеих 
частей по С, получи: АСВ. 

407. Теорема 2. Если обе чести ьразенсг.ва (соЗержесщего неиз- 
вестные) умножим (ихи раздгльм) на одно и яго же положительное 
число, то получим новое неравенство, равносильное первому. 

Докажем, что два неравенства: 


АЪВ (1) Ат. Вт (2) 


равносильны, если только т положительное число. 

Пусть при некоторых значениях неизвестных чесленная величина А 
делается больше численной величины В; тогла при тех же значениях 
неизвестных и численная величина произведения Ат сделается больше 
численной величины произведения Вт, так как от умножения обоих ча- 
стей неравенства на положительное число, как мы знаем, знак неравен- 
ства не изменяется. Значит, все решения неравенства (1) удовлетворяют 
и неравенству (2). 

Обратно, если при некоторых значенеях букв числонная величина 
Ат делается больше численной величины Ви, то при тех же значениях 
букв и численная величина А сделается больше численной величины В, 
так как от деления обеих частей неравенства на положительное число 
знак неравенства не изменяется. 

Заленание. Положительное число, на которое, по доказанному, мы 
имеем право умножить или разделить обе части неравенства (не изменяя 
его знака), может быть дано в виде буквенного выражения, 
причем это выражение может содержать в себе и всазвестнье, входящие 
з нер_.венство. Но при этом надо особо рассмотреть, при псех ли зна- 
чениях букв, вхолящих в выражение, ва которое мы умнозхазм или делим 
обе части неравенства, это выражение остается положительным 
числом. 

Например, умножим 0бе частая нзравенства А`>В па выражепие 


(х— 5): 
АЗ В (1) А(х—5}* > В (х— 5}* (2) 


Множитель (х — 5) остается пеломительным числом при всех значе“ 
ниях х, кроме одного: х==5. Значит, неравенства (1) и (2) равно- 
сильны в том случае, если первое пз них не удовлетворяется значением 
х=5: в противном же случае несавенство (1), удовлетворяясь всеми 
решениями неравенства (2), имеет еще свое особое решение: лт-= 5 (это 
решение, конечио, неравенству (2) не удовлетворяет). 

Следствие. Если обе части нерасенства содеоэсат полозеитсль- 
ный общий множитель, то на н2го можно сократить нерлвечстияо. 
Например, в обелх частях неравеиства: (х— 5} (х— 1) >(х— 5) 5 —х) 
есть общий множитель (х — 5)’. Этог множитель пзи х==6 озращается 
в 0; а при всех остальных значениях х он есть число положительное. 
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Решение х==5 не удовлетвор“ет давному неравенству. Желая решить, 
удовлетворяется ли оно при других значениях х, мы можем сократить обе 
части негаве ства на (х — 5)* как на число положительное; после сокра- 
щения получих: х—1 > 3 — х. Все значепия х, удовлетворяющие этому 
неравеистьу, за исключением х-==5, удовлетворяют и данному не- 
равенству. 

498. Теорема 3. Бели обе части перасенства (содержащего неиз- 
вестные) ужнолким (или разсглям/ па свч и то ее отрицательное 
число и при э’о переменим знаю неразегства на протисоположсный, 
то получим повое нерлзен`тво, равосильное первому. 

Эта тесрьма доказывастся созершенно так же, как и теорема 2-я; 
надо только принять во внимание, что от умножения или деления обеих 
частей неравенства на отрипательное число знак неравенства изменяется 
на противоположный. 

По поводу этой теоремы момно высказать такое же замечание, какое 
было сделаго по отношению к теореме 2-8. 

Следствия. а) Перемзнив у всех членов неравенсгва знаки на 
противоположные (т. е. умнокив обе его части на —Т), мы должны 
изменить знак неравеиства на противоположный. 

6) Нельзя умножить обе части нера.енсгва на буквенного множителя, 
знак которого неизвестет. 

в) Неравенство с дробными членами можно привести к целому виду. 
Возьмем, например, такое веравенство: 


д С 
в>Ъ: (1) 


Перевессы все члены в левую часть и приведем их к общему знаме- 
назелю: 


Ар — ВС 


Если ВО позожительное число, то мы можем его отбросить, не из- 
меняя знака норавенстга, по“ому ч:о стбро.ьть ВО все равно, чго умно- 
жить на это число обе части неравенства. Отбросив ВД, получим не- 
равенство, не содержащее дробе: АО — ВС” 0. 

Если ВО озрьцательное число, то мы можем его отбросить, переме- 
нив при этом знак неравенства на противоположный; тогда снова будем 
иметь неравенство с ислыми члена: ИР —ВС< 0. 

Но ес..и энак ВД неизвестен (что б'васт вообще тогда, когда В и 
О содер “ат неизвестные), то мы пе можем умпожать обе части неравен- 
ства на ВО. Тогда рассукдазм так: чтобы дробь была положительна, 
необходиио и достаточно, чтобы у се числитель и знаменатель были 
одпогремоано или положительны, или отринательны. Следовательно, нера- 
венство (2) удовлетрорился при таких значениях букв, при которых 

| Ар—вс>0 ыы | Ар—вс«о0 
вр>0 { вр<о0. 

Таким образом решение неравенства (1} сводится к решению системы 
двух пеоговенств, не солержатех знамечателей. 

409. Дохззазольство норзого:аа. абельзя установить каких-либо 
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общих правил для обнаружения верности предложенного неравенства. 
Заметим ТОЛЬКО, ЧТО СОДьи из приемов состоит в том, чало предложенное 
неравенство преобразовывают в другое, очевндное, и затем, исходя из 
этого очевидного неравенства, путем логических рассуждений дохолят 
до прелложеннсго. Приведем некоторые примеры. 

Г. Доказать, что среднее арифметическое дзух неравных положи- 


а--ё 
тельных чисел больше их среднего геометрического, т. е. что ее > ав, 
если а и 2 положительные числа, неравные друг другу. 

Предположим, что доказываемое неравенство верно. В таком случае 
будут верны и следующие неравенства: 


(2=^) >(и5); . ав а 206 4 >> 406; 
аа: (а—6%`>0. 


Очевидно, чтб последнее неравенство верно для всяких неравных зна- 
чений а и 6 как положительных, так и отринательных. Из этого олнгго 
нельзя еще сразу заклечить, что и доказываемое неравенство верно; 
нало еще убедиться, что из последнего неравенства можно получить, как 
следствия, все предыдущие. Просматривая эти неравенства от послелнего 
к первому, видим, что все они равносильны друг другу, если добавить 
ограничение, что буквы @ и В должны теперь означать только поло- 
жительные числа, так как если одна из этих букв — отрицательное 


число, то Иаё будет мнимое число, а если обе буквы — отрицательные 
а-ь 
2 
ное, а отрицательное число не может быть больше положительного 1). 
Если допустим, что а==р, то тогда в написанных выше неравенствах 
знак `> изменится на знак ==и мы придем к заклмочению, что среднее 
арифметическое двух равных положительных чисел равно их среднему 


геометрическому. 
а. а.--... 
Н. Доказать, ито величина дроби ыы. заклю- 


а Е. 
„а а а а. 
чсе'ися между большею и меньшею из дробей: —, ‚ =“... @сли 
В, 1 6 3 6, 
все знаменатели а, 6... — числа положительные или все отрица- 
тельные. 


числа, то будет отрацательное число, а (аб — число положитель- 


а 
Пусть -\ будет дробь, которая не болыше викакой из остальных 


5, 


1) Полезно заметигь, что предложенное неравенство становится наглядяым, 
если ппидадим ему геометрический смысл. На произвольной прямой отаожим от- 
резок АРВ, содсржащиая @ линеиных единиц, и в том же направлении — отрезок 
ВС, содг ржащий 6 таких же гизейпых еднииц. На отрезке АС, равном @ 6, 
построим, как па диаметре, полуокружность и из В восставим к АС перпендику- 
ляр ВР ло пересечения с полуокружностью. Тогда, как известго из геометрии, 
ВР есть средняя геометри‘еская величина между АВи ВС, т.е. ВО -==Уа8; 
средняя арифметическая АВ и ВС рзвняа, счевидио, радиусу. Так как хораа меньше 
диаметра, то ВО мецьше радиуса, если только ВО ие совпадает с радиусом, т. е, 
если а 6. 
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а 
дробей, и >. — пробь, которая не меньше никакой из остальных пробсй. 
п 


2, Г 
Положим, что Б. = 91 И 9. Тогда, согласно предположению: 
4 п 
21 а ба И 
р — 9 9 ‚Че ь 9 
а Г) а Ь 
й п—1 Е 1 
—“ — —— = ... 0» = . 
5, Ч» о = Чл В. = 9» В, = 9 
Отсюда, если числа 6., 65,... в, положительные: 


41 =6:9:, @ 26591, а, 6391 ...@, 26,41 
и = 6,9» а, = 6,19 ++ 42 == 654. а, == 6:49. 


Сложив почленно все неравенства 1-й строки между собою и все 
иеравенства 9-й строки между собою, получим: ; 


аа аз--...-Ная == (6, Р-Н... 6,9, 
и. ааа... На, = (Но -... 69. 
Разделив обе части этих неравенств на положительное число 6, -|- 
-- +8 -...-- 8» окончательно найдем: 


ааа... а, 
ыы... 5, 
что и требовалось доказать. 

Так же доказывается предложение для того случая, когда все знаме- 
натели числа отрицательные. 

Ш. Доказать, ито если сумма переменных чисел х и у остается 
постоянной, то их произведение будет наибольшее при равенстве этих 
чисел. 

Пусть хр у=а, где а-— постоянное число. Если х==у, то каждое 

2 


Ч" = 


=9ь 


а а 
из этих чисел будет 5 и тогда ху сделается равным —-. 
о 


Е 


Требуется доказать, что если х-ЕУ, то <. Преобразуем это 


доказываемое неравенство так: 


2 
ху < $; 4ху < ай; 4ху «(я у%; 


4ху < -Н2ху Ру; 0< х —2ху-|- у"; 
8 
| < (&— у). 
При неравных х и у последнее неравенсгво, очевипно, верно. Пере- 
ходя от него последовательно к предыдущим неравенствам, замечаем, что 
все они равносильны. Значит, и первое неравенство верно. 


Если, напр. х-- у==10, то наибольшая величина произведения есть 
5.5 =95. 


УП. Понятие о комплексных числах. 


416. Цель введения в алгебру мначых чясел, Корень четной сте- 
пени из отрицательного числа, как мы видели (ч. Г, 5 167), не может 
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быть вырлжен ни положительным, нн отрицательным числом; такой ко- 
рень называется мнимым числом. 

Введеипе в злгебру мнимых чисел вызвано соображениями, полобными 
тем, по которым в нее допущены отрицательные числа; и те, и другие 
имеют целью обобщить некоторые алгебраические предложения и фор- 
мулы. Наир., допустнв мнимые числа, мы можем принимать, что квадрат- 
ное уравнеппе имеет всегда два кория, что трехмлен 2-й степени разла- 
гастся всогда на два мпож отеля перес Й степени, и т. п, Особенио важное 
значение имеют мнимые числа в теории уравиений гкысших степеней. 

Заметим, что к рень всякой четной степени из отрицательного числа 
сводится к нахождению корня из квадратного корня из отрицатель- 


6 м 2, п ,— 
ного числа; так, И -2=И/ И—2не00бще и -—°= И и“ 


Поэтому в дальнейшем изложепии мы будем говорить только о квалрат- 
ном корне из отрицательного числа, 

411. Условия, под которыми вводят мнимые числа. Этих усло- 
вий два; 

Г) согласились рассматривать И—а, где — а есть какое угодно 
отрицательное число, как число особого рода, квадрат которого ра- 
вен — а; 

2) согласились производить над мнимыми числами действия и прс- 
образования по тем же правнлам, по каким опи производятся над числами 


вещественными, принимая всегда, что (И—4)*=— а. 
_412. Приведение Иа к виду ра И! —1. Мнимое число вита 


—@а можно заменить другим: Ув У —1. Действительно, и—@. 
согласно первому условию, есть такое число, квадрат которого равен — а. 
Но Иа И-— 1 также есть такое чнсло, квадрат которого равен — а, 
потому что, применяя к этому выражению правило о возвышении в сте- 


пень произведения (согласно второму условию), получим: (Га И —1)*= 
= (Иа) (И— 1 =а(-П=р—а. ь 

Условились сокращенно обозпачать выражение У — 1 одною буквою ? 
(начальная буква слова йпазтайе, что зпачит миимый). Таким образом, 
пишут: И4=И4 И—1=28 И—3 = И—1Т=у3. 

Приведение мнимого числа к виду, содержащему множителя 2, яснее 
обозначает мнимость радикала, которая без того может быть не вполле 
явно. 

413. Комплексные числа. Общий вид всякого вещественного или 
мнимого числа есть а -|- 65, где а и 6 суть какис-либо вещественные числа, 
положительные или отрицательные, а г — обозначение И— !. Число вида 
а--@ называется комплексным числом 1); в нем а ссть веществен- 
ная часть, & мнимая ч-сть. При а ==0 оно обращается в чисто мнимоз 
число = у—1==1 — 67°; при 8==0 опо дает а--0.2 что равно 
одному вешественному числу а, так как произведение 0-1, согласно 
условию второму $ 411, должно припиматься равным нулю. 


1) С-зово „комплексвый“ означает по-русски „сложный“, „составной“; такое 
поазвание числу вида а-- 8: было дано внервые немецким математиком Гауссом 
(1777 — 1855). Назгасые „иоьмый“ {‘умолваге) б.яло вьодеао вранпцузским матс- 
матиком Декартом в 167 г, 
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Два комплексных Яисла вида а -|- 61, а — & называются сопряжен- 
ными. Под такчм видом прелставляются корни квадратного уравнения, 
когда они мнимые. Два комплексные числа вида а-- 2, — а — & назы- 
ваются противоположными. 

414. Основное начало, которому должны быть подчинены ком- 
плексные числа. Условившись нал комплексными числами производить 
действия и преобразэвания по правилам, выведенным для вещественных 
чисел, при услогин, что й== —1, мы должны будем подчинить ком- 
плексные числа следующему нзчзлу: 

Для того чтобы комплексное число а-- 2 равнялось 
нулю, необходимо и достаточно, чтобы а=0 и 6==0. 

Хотя предложение это можно было бы рассматривать как условие, 
которое мы ставим относительно комплексного числа и которое, следо- 
вательно, не нуждается в доказательстве, однако полезно обнаружить, 
что оно не находится в противоречни с поставленными нами ранее двумя 
условиями, а составляет естествениое следствие их. Действительно, если 
положим, что а-- 2: =0, тогда, созершая над этим равенством преобра- 
зования, дозволительшые для равенств с веществениыми числами, и при- 
ннмая ?=-—_ 1, мы будем иметь: а==— 64; а = (— В в. 
а? р1-=0. 

Так как а и ры суть числа положительные, а сумма двух положи- 
тельных чисел ис может равняться нулю, то выведенног равенство воз- 
можно только тогда, когда каждое из них отдельно равно нулю; значит, 
необходимо: а==0 и р==0. Обратно, если положим, что @==0и 2==0, 
то а|- #=0--0.& приипмая умпожеине на нуль и сложение с нулем 
в том же услогном смысле, какой принят для вещественных чисел, мы 
должны принять, что О--0.2=0. 

Следствие. Для того чтобы числа а- Ми с'-- 61 былин 
равны, необходимо и достаточно, чтобы а==а' и В —Ы. 

Действительно, если а а -Ё 50, то (а— а) (6—6) 1—0 
и следсвательыю а — а О иб-—В'—=0, т. е. а=а’ и ВЫ. 

Обратно, если а==а’ и В=6', то ч.сло а-Е @ мы должны прини- 
мать равным числу а’-|- 6, так как эти комплексные выражения в этом 
случае ничем доуг от друга ис отличаются. 

Из равенства комплексных чисел непосредственно следует, что есаи 
2 числа равны одному и тому же 3-му, то они равны и между 
соб. 

Зам2чание. Относительно комплексных чисел не принято никакого 
соглашения, какое из них считать большим другого. 

415. Действия над компленсными числами. Чгобы произвести ка- 
кое-нибудь действие пад мничыми числами, надо прежде всего каждое 
из них привести к виду комплексного числа а -- &, затем произтести 
действия над двучленами такого вида по тем правизам, которые выведены 
были для двучленов с вощестренными членами (согласно условию вто- 
рому 5 411) и, наконец, в р:зультате заменить везде # через —1 (со- 
гласно условию первому того же параграфа). 

Сложение. (а-- 64) (а | 6,1) = (ва) © 5,)5 

(&-- 82) + @- 60 - (а, Ед =@ и -а,) + Фы-- 5) 
ит. п. 
Отсюда легко усмотреть, что сумма комилевсных чисел обладаст теми 
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же свойствами, какие принадлежат сумме вещественных чисел, т.е. свой- 
ствами переместительным и сочетательным. 

Вычитание. (а -|- 61) — (а, | 6,2) = (аа) (6— ВЕ 

Отсюда видно, что к вычитанию комплексных чисел можно применять 
общее правило вычитания алгебраических чисел (ч. 1, $ 22), т. е., чтобы 
вычесть какое-нибудь число, достаточно прибавить число противополож- 
ное; так, вместо того чтооы от а-|- @ вычесть а, -|- 2.5 можно ка-- М 
прибавить — а, — 6,1. 

Заметим, что сумма или разность двух комплексных чисел может 
иногда оказаться числом веществениым (напр., сумма сопряженных ком- 
плексных чисел). 

Умножение. (@-|- 61) (а1-|-6,2) = аа, |- мы - аби -- 66. = 
—= (аа, —66,) -|- (в -- а6,):. 

Подобным образом можно составить произведение трех и более ком- 
плексных чисел. 

Легко убедиться (поверкой), что произведение комплексных чисел 
так же, как и вещественных (ч. Ь $ 34), обладает свойствами: переме- 
стительным, сочетательным и распределительным (относительно сложения). 
Напр., чтобы проверить последнее свойство, выражаемое равенством: 
[@--ы) + (&--ь0] (ад = (а-НЫ) (ево ад (НЫ, 
выполним действия, указанные в каждой части этого равенства. 

Левая часть дает: 


[ара -- (6+) (а, 0) == (ааа | (6-6) ам -- (а-- а) ви -- 
-- 6-Е 5,) 6.7 == (ваз - аа, — 66, — 616.) -|- (а, | 61а, -- ав, аб). 

В правой части получается то же самое выражение. 

Проверим еще следующее важное свойство произведения: для того 
чтобы произведениекомплексных чисел равнялось нулю, 
необходимо и достаточно, чтобы одно из этих чисел 
равнялось нулю. 

Действительно, если (а-Р &) (ва -- 80) ==0, 


то =. (ва, — 56) + (аб -Равуё=0, 
и: следовательно аа, — 66, =0, а) 
а.ё -- аб — 0. 


Умножив первое уравнение этой системы на а и второе на В, сло- 


жим их: 
аа: -- 62а =0, или а. (а? -| 2) |- 0. (2) 


УмножиЕ первое уравнение системы (1') на р и второе па а, вычтем 
из второло первое: 


26, - 536, —0, или 6, (а? - 5) =0. (3) 


Из равенств (2) и (3) заключаем, что пли а? -|- 6°—0, илн а, =0, 
р, =0. Если первое, то а=0 и р==0, и следовательно, а-- @==0; 
если второе, то а, -|{ 8 =0. 

Обратно, пусть а--Ы=0, т. е. а=0 и 2==0; но тогда и 
аа. — 6, =0, и а. 6-- 98, =0; следовательно, и произведение (а -|- 5) 
за (а Е В.Г) равно нулю. 

Заметим, что произведение двух сопряженных комплексных чисел 
{«--ы) (@— №) равно положительному веществениому числу а? -| 27. 

Деление. Обозназим частиве (а -|- В): (а -- 2,1) через х -- уь где 
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х и у предположим вещественными числами. Тогда, по определению 
деления, будем иметь: (а.-|- 8,0) (х-у)=а-ы, 


1 © (ах — БУ (6х ауй=а-Ны, 

ах — Ву =а, 

Вх ау=6. 

Умножив первое уравнение на а;, а второе на 6, и сложив оба ура- 


ва, -Е 6 
внения, получим: (а1°-|- 6,7?) х=аа, 6 и х= в - 
а" ё, 
Умножив первое уравнение на 6., а второе на а, и вычтя из второго 
ар — аб, 
первое, получим: (а? -|- 6,°) у=а,6 — ав и У= о, -- 
а, го 9, 
Формулы, найденные для х и у, дают возможное решение, если только 
а В," 0, т. е. если а1 и И не равны однов: еменно пулю; другими 
словами, если делитель а, | 2.Ё не равен нулю. 
В этом случае, следовательно, будем иметь: 
@- 5: а ьд ЕЕ бла, 
а, ао, 


За.мечачие. Это же частное мы могли бы получить проще, умножив 


откуда 


в дроби числителя и знаменателя на комплексное число @, — 8:5, 


+ 
а- 8 


сопряженное с знаменателем: 


(+) (а— 6:1) аа — вЫЁ- (а — ав)! _ 


(«НЫД @— 0 а? — (6.1 
ОВС ВОН ОИ, ОЙ 
а* + В," а," 6," ай -- 6,1 


Бозвышение в степень. Предварительно найдем результаты от 
возвышения в степень мнимого числа & зпая, что, согласно условию, 
? должно принимать равным — 1. 

р =; АЙ 1 (11 —Ш АЙ. 1-Й т, 
ВИ -1=(--1]1=Ё ПВР ПВ. (-—1021==- 
ит. д. и 

Таким образом, последовательные степени Е дают повторяющиеся 
результаты, а именпо, следующие четыре: 2, —1, —1, 1. Чтобы узнать, 
какой из этих результатов получится при возвышении { в степень с по- 
казателем и, достаточно разделить п на 4 и обратить внимание только 
на остаток от деления. Так: 


И р 
ИТ ЙЕ — р 
Заметим еще, что 2 мы будем принимать равным 1. 


Теперь легко найдем результаты возвышения а -- @ в степень с целым 
положительным показателем; так: 


(+ 5)? =? 4 За 62 == (а — 62) | 2аы, 
(@-- 0) == За? (5) --3а (6) -- (618 = (0 —3а6°) -- (32% — 63 


ит. д. 


7 Элементы алгебры и анализа, я. И. 97 


Извлечение квадратного корня. Положим, что 


Иа-И-х- у. 
Откуда: а-- м ==(х — 5) + 2х. 
х—у=а 
Следовательно, 2х. (Г) 


Вопрос приводится к нахождению вещественных корней этой системы. 
Возвысив оба уравнения в квадрат и затем сложив их, получим: 


ера и у = уе. 

(Знак минус перед радикалом отброшен, так как при вещественных 
значениях х и у выражение х*-|- у? не может быть отрицательным.) 
Возьмем последнее уравнение совместно с первым уравнением системы 
(1); складывая их и вычитая, получим: „ 


+ УЕ 
2 > 2 ' 
ЕР ЕЕ. 


Из второго уравнения системы (Т) усматриваем, что знаки у хиу 
должны быть одинаковые, если ©`>0, и разные, если 6< 0. Поэтому: 


Иа-- И ===Е Е НЕО У ИИ при 2>>0 


Из=Ы=- Е ЕЕ при 20 


Примеры. 
Евр Е ит т 
пн 
и мВ рн 
—1 = = УО-1.1==\] а: 


ну утнуз-иыи) 


И —=И—1=10—1.2= 


иене. ИЕ «(И та 


ные"), 


Замечание. Чтобы из комплексных чисел можно было извлечь корень 
третьей или высшей степени, им надо’ придать иной вид (тригонометри- 
ческий), о чем мы здесь говорить не будем. 


УШ. Некоторые сведения об алгебраических уравнениях. Двухчленное 
уравнение. 


416. Общий вид алгебраического уравнения. Мы видели (ч.1, $ 124), 
что уравнение, солержащее неизвестное в знаменателях, может быть 
приредено к целому виду. Далее мы знаем (ч. Ь 5 234), что уравнение, 
содержащее неизвестное под знаком радикала, может быть приведено 
к рациональному виду. Вследствие этого можем сказать, что всякое урав- 
нение, в котором неизвестное связано с данными числами посредством 
конечного числа б алгебраических действий (сложения, вычитания, умно- 
жения, деления, возвышения в степень и извлечения корня *), может 
быть приведено к такому целому и рациональному виду: 

Ах” -- Вх Схтт*--...-- Кх НЕ =0, 
где коэффициенты А, В, С,...К и Г суть постоянные вещественные или 
комплексные числа, а № есть показатель степени уравнения. Некоторые 
коэффициенты в частных случаях могут равняться иулю. 

Уравнение такого вида называется алгебраическим. Алгебраиче- 
ские уравнения степени выше 2-й называются уравнениями высших сте- 
пеней. 

417. Некоторые свойства алгебраического уравнения. УраРнения 
высших стеленей составляют предмет высшей алгебры. Элементарная же 
рассматривает только некоторые частные случаи этих уравнений. 

Высшая алгебра устанавливает следуюп ую важную истину: всякое 
алгебраическое уравнение с вещественными коэффи- 
циентами иуест вещественный или комплексный корень 
(теорема Гаусса °} (1799). Допустив эту истину (доказательство кото- 
рой в элементарной алгсбре было бы затруднительно), не трудно пока- 
зать, что аЙйгебраническое уравнение имеет столько кор- 
ней, вещественных или комплексных, сколько единиц 
в показателе его степени. 

Действительно, согласно теореме Гаусса, уравненне: 

Ах” -|- Вх" -- Охта... Кх--Е=0 {1) 
имест вещественный или комплексный корень; пусть этот корень будет «. 
Тогда многочлен, стоящий в левой части уравненвя (1), должен делиться 
на х—@4 ($ 392). Если сделаем деление, то в частном получим много- 
член степени м-—1, у которого первый коэффициент будет А. Обозиа- 
чив другие его коэфициенты соответственно буквами: В., С,,...Ку и 
приняв во внимание, что деламое равно делителю, умно‘кенному на 
частное, можем представить уравиение (1} так: 

(х— а) (Ато Вх" о -- Сто... К) ==0. (2) 

Приразияв нулю многочлеь стоящий во вторых скобках, получим 
новое уравнение, которое, по той же теореме, должно иметь некоторый 
корень В; вследствие этого левая его часть может быть разложена на 


1) В предположении, что при возвышении в стенень и при извлечении корня 
неизвестное не входит ни в показатель сгелень, пи в показатель корня. 
7) Карл Фридрих Гаусс — знаменитый немецкий математик (1777 — 1855). 
* 
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два множителя: х-—3 и многочлен степени т—-2, у которого первый 
коэффициент попрежнему будет 4. Поэтому уравнение (1) можно пере- 
писать так: 


(—а) (х—В (Ах Вх"... ) = 0. (3) 


Продолжая эти рассуждения далее, дойдем, наконец, до того, что 
многочлен заключенный в последних скобках, будет 2-й степени, причем 
первый его коэффициент останется А. Разложив этот трехчлен на мно- 
жителей (ч. 1, $ 222), приведем уравнение (1) окончательно к виду: 


А (х—&) (х—В) (х—\...(х—№=0, (4) 
где всех разностей: х— а, х—В...будет т. Очевидно, что уравнение (4) 
обращается в тождество при каждом из значений: х==а, х==6, 


х={,...х==^А и не удовлетворяется никакими иными значениями х (если 
АЗ 0); значит, уравнение (1) умеет 12 корней а, В, 1,...^. В частных 
случаях некоторые и даже все корни могут оказаться одинаковыми. 
Полезно заметить еще следующие истины, доказываемые в высшей 
алгебре. 
Сумма корней зсякого алгебраического уравнения 


Ах” -- Вх... Кх ЕЁ =06 


равна — а произведение корней равно г (примером может служить 
квадратное уравнение). 

Если алгебраическое уравнение с вещественными коэффициентами 
имеет комплексные корни, то число этнх корней четное (примером может 
служить биквадратное уравнение). - 

Если алгебраическое уравнение с вещественными коэффициентами 
имеет и корней вида р -—- 46, то оно имеет п корней вида р — 4 (примером 
может служить биквадратное уравнение, комплексные корни которого 
всегда сопряженные), и так как 


[х— (р-- 90] [х-— @— 90] = [(&—Р —9й [(«—р-- = 
==(х-— р) — 9 == (хр) 94° == х* — 2рх-- (р-- 4'), 


то левая часть уравнения содержит в этом случае и вещественных мно- 
жителей вида ах? -- Вх -|- с. 

Алгебранческое уравнение нечетной степени с вещественными коэф- 
фициентами имеет, по крайней мере, один вещественный коречь. 

Уравнения с произвольными буквенными коэффициентами степени не 
выше 4-Й разрешены алгебраически, т. е. для корней этих уравнений 
найдены общие формулы, составленные из коэффициентов уравнения 
посредством алгебраических действий. 

В этом смысле уравнения с произвольными буквенными коэффициен- 
тами степени выше 4-й не могут быть разрешены алгебраически (тео- 
рема Абеля 1); однако, когда коэффициенты уравнения какой-угодно 
степени выражены числами, всегда есть возможность вычислить с желае- 
мой степенью приближения все его корни как вещественные, так и мни- 
мый. Указание способов такого вычисления составляет важную часть 
предмета высшей алгебры. 


1) Норвежский математик иачала ХХ столетия (1802 — 1825, 
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418. Двучленное уравнение. Двучленным уравнением называется 


[2 
уравнение вида: ах" -- р==0, или, что то же самое, вида х" пи. =01). 


Ь 
Обозначив абсолютную величину дроби д Через 4, мы можем двучлен- 


ное уравнение написать; или х"-- 9==0, или х" — д==0. При помощи 
вспомогательного неизвестного эти уравнения всегда можно упростить 
так, что свободный член у первого обратится в -|- 1, ау второго в — 1. 


т, т, 
Действительно, положим, что х==у} Ко. где Уа есть арифметиче- 
ский корень 71-Й степени из 4; тогда х” == ду”, уравнения примут вид: 


ду" -- 9=0, т. е. 9(у"- 1) ==0: откуда: у" 1==0 или 
Чу" —9=0, т. е. 9(у"— 1) =0; откуда: у" —1==0. 

Итак, решение двучленных уравнений приводится к решению урав- 
нений вида у"-Е 1-=0. Решение таких уравнений элементарными спо- 
собами может быть выполнено только при некоторых частных значениях 
показателя т. Общий прием, употребляемый при этом, состоит в разло- 
жении левой части уравнения на множителей, после чего уравнение при- 
водится к виду АВС...==0, рассмотренному нами раньше (ч.Т, $ 280). 

419. Решение двучленных уравнений третьей степени. Эти урав- 
нения следующие; х8 —1=0 и х8--1=—0. 

Заметив, что ($ 395): 


19 (х— 1) (ЖИ 
и Ее 18 —= (5-1) (м —х- и, 
мы можем предложенные уравнения написать так: 
(Хх б--х-Ю=0 и (9 (9—4 =0. 
Значит, первое из них имеет корни уравнений: х— 1—0 и 
х-|- х|- 1==0, авторое — кории уравнений: х-- 1=0 и х*— х-|- 1==0. 
Решив их, находим, что уравнение х8 — 1 —=0 имеет следующие три 
кория: 


1—3 —1—И—3 
а к. 

нз которых один вещественный, а два мнимых; уравнение хз -|- 1 =0 
имеет три корня: 


д =1, хо = 


-и—З — из 
жм=—Ь, а х РИ. 3 


В -= р: , 


из которых также один вещественный, а два мнимых. 

420. Различные значения корня (радлкала). Решение двучленных 
уравнений 17-Й степени имеет тесную связь с нахождением всех значений 
корня той же степени из данного числа. В самом деле, если буквою х 


т— 
обозначим какое угодно значение у А, то, согласно определению корня, 
мы будем иметь: х”-==А, и следовательно х” — А—=0; таким образом, 
каждое решение этого двучленного уравнения представляет собою 17-й 


1) Когда двучленное уравнение имеет вип ах” - 2х? —=0, где т>> п, то его 
можно представить так х“ (ахп-п-- 2}; —=0, и следовательно оно распадается на 
два уравыения х==9 и ах 4 В ==9. 
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корень из числа А: следовательно, сколько различных решений имест 


т 
двучленное уравнение, столько различных значений имест ИА. 
Докажем, напр., что кубичный корень из всякого числа 
имеет три различных значения. 


3,— 
Найти все значения у/А значит, другими словами, решить уравнение 


х3 — А—0. Обозначив арифметическое значение у/А через 4 (оно может 
быть только одно, ч. |, 8 166), введ м вспомогательное неизвестное у, 
связанное с х таким равенством: х==ду. Тогда уравнение хз — А =0 
представится так: 093,8 — А==0; но 9'=4; поэтому 43,3 — А= 
—=А(у? — 1); следовательно, уравнение примет вид: уз — 1 ==0. Мы ви- 
дели, что это уравнение имеет три корня: 


1 и-3 —1— 7—3 


у = 1, У = 5 Уз== —5 щ. 
Каждое из этих значений, удовлетворяя уравнению уз =—1, предста- 
вляет собою кубичный корень из 1. Так как х== ау, то 
1—3 —1— 1—3 
Хх ==49`1, хх =0. о’ 3=4* — 72 . 


Это и будут три значения 7 А; одно из них вещественное, а два 
мнимые, Все они получатся, если арифметическое значениг кубичного 
корня из Д умножим на каждое из трех значений кубичного корня из 1. 
Напр., кубичный корень из 8, арифметическое значение которого есть 2, 
имеет следующие три значения: 

и . 
ору, Вау 


р 


Замечание. В высшей алгебре доказывается, что двучленное уравне- 


ние х” — А=0 имеет и различных корней; вследствие этого У А имеет 
т различных значений, причем, если т чис..о четное и А отрицательное, 
то все эти зпачения мнимые; если и четное и А положительное, то два 
значения вещественные (из них одно положительное, другое отрицатель- 
ное, с одинаковой абсолютной величиной); наконец, если т нечетное 


т 
число, то из всех значений УА только одно веществениое. 
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ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ. 


(В скобках поставлены соответствующие параграфы.) 


Основные сведения о пределах. (88 307 — 318.) 


ь — —х—1 
1, Найти предел, к которому стремится дробь : если 


За — бо’ 
х—>1. 


Решение. Если х —*1, то числитель и знаменатель данной дроби стре- 


мятся к 0. Но так как 5 есть неопределенное выражение, то мы остаемся 
в неизвестности, к какому пределу стремится данная дробь (и даже стре- 
мится ли она к какому бы то ни было пределу), если х — 1. 

Поступим так: предположим, что х равен не 1, а какому-нибудь пе- 
ременному числу, приближающемуся к 1. Например, пусть х==1-- Я, 
где Й какое-нибудь положительное число, стремящееся к нулю. Тогда 
величина данной дроби будет: 


2(1 -- ф-т 41—11 ЗВ _ 
зат ва ®--2 з-- 6-3 —5— 51-2 ЗА = 
28-3 


— ЗВ -1 


(сократить дробь на Й мы имеем право, так как й = 0). 
Предположим теперь, что й—+0 и, следовательно, х — 1: 


а __ пред. (2-3), —о__ 3 
1/0 пред. (3-1 )о — 1 
Тот же самый предел мы найдем, если допустим, что х=1—Й, гле 
й какос-нибудь положительное число, стремящееся к 0. Таким образом. 
будет ли х приближаться к 1, оставаясь больше 1 или оставаясь меньше 1, 
предел данной дроби будет один и тот же, именно 3. 
х№—4х |3 
ж--1х— 8* 


пред- — 3. 


2. Найти предел, к которому стремится дробь 
если х—\. 

3. То же, если х—-0. 
} [2х3 — 52 — 4х1 12\ 
. На я —: 
ее ож 


. 


сл 


й © — 8 
. Найти пред. (5 8 — а Ри 


6. Найти пред ( ы | 
- Ка . . 
т т: 
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Решение. Так как п-- 1 т 1, то 


+ п 
прел - — пред . и . ые =—1 
ма 1 пред. (1+2) ь 


7. Найти пред. [ео -- о] 
ис” 
2х 3 г 
пиеугоилик, ИР 
9. Найти предел, к которому стремится дробь, если к числителю и 


знаменателю ее будем прикладывать одно и то же число, неограниченно 
возрастающее; другими словами найти 


8. Найти пред. 


7 
пред. а 
а а 
ат ИЕ про (1) 
ь* Решение. Пред. $ и: о 
аа пред. (+1) 
пре ЕЯ 
_ рел. = об 
Я 
пред. —--1 


а 
Таким образом, будет ли дробь -р ГРавильная {а< В), или неправиль- 


ная (а`>6), предел дроби, когда м —- со, оказывается один и тот же, 
именно 1. Отсюда следует, что правильная дробь, приближаясь к 1, уве- 
личивается, а неправильная уменьшается. Таким образом, например: 


< 2-8. 3 > 3-8 
3 38° 22-8 
10. Доказать, что если х`”>1, то пред. (х”), —, о ==60, если же 
х< 1, то этот предел есть О (показатель и предполагается целым поло- 
жительным). 


Решение. Если х `>1, то можно принять, что х =1-|-й, где Й какое- 
нибудь положительное число. 
По, 
——м-... 


Тогда х" = (1-й) = 1 ий-- т 
Отсюда следует, что при й положительном 
м — (1-1 -- ий. 


При безграничном возрастании п произведение ий, а поэтому и сумма 
:-яй возрастает неограниченно; значит, пред. (х”)„— == 05. 


Пусть теперь х<_1. Полол:им тогда, что х= о, где х>1. 
1 
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1 1 
Тогда пред. (х”) == пред. х” пред. м”" 


Но х;,>1; поэтому по доьазанному выше пред. х/"==ео и, следо- 
1 
вательно, пред. (х/”) = —==0 
со 


” 
Отсюда, межлу прочим, вытекают те два предложения о бесконечных 
геометрических прогрессиях, которые были нами ранее доказаны другим 
путем (ч.Г $$ 251, 6, и 251,в), а именно, что член 49” прогрессии при 
неограниченном возрастании и (т. е. при удалении от начала прогрессии) 
безгранично возрастает, если прогрессия возрастающая (4 `> 1), и без- 
гранично убывает (стремится к нулю), если прогрессия убывающая 


((<1). 
1 


2 3 п 1 
‚ 11. Доказать, что прел. (+5 Нат ... о =а. 


12 223 ВЕН 1 


2 


12. Доказать, что пред. 
п 


3—— х3 
13. Доказать, что пред. [= | — 35°. 
й —+0 


А 
14. Доказать, что пред. [= —= их” \, 
й —0 


(п целое положительное число). 
таз -...-Н я 
15. Н . 
5. Найти пред [- ав... Го 
1 


16. Построить график функции у==х -|- 


с. 
* 

Найти предельное значение этой функции, если х—+0, оставаясь по- 

ложительным, и предельное значение, если х —- 0, оставаясь отрицательным. 


Подъем кривой и производные. (56 319 — 333.) 


17. Начертить график функции у== х? —3х--2; определить подъем 
кривой при х=1; х=2; х=8; при х=х. 

18. То же, для у==3х? — 2х5. 

Найти производные от функций; 


19. у==5х у=— Ах 
20. у==3л—4 у=з— 2х. 
21. у== 10? у==—-0,8л7. 


22. у—3—2х--4А ум — 2—1. 


Возрастание или убывание функций. 
Махилит и титит. (88 334 — 335.) 


23. Построить график функции у==1/, (3х 4х — 7) между х=— 8 
и х=2. Определить (и проверить на чертеже), при каких значениях х 
функция возрастает и при каких убывает. Имеет ли функция мёийпит 
или тохипит и чему он равен? 

24. Проследить изменение фупкции: у==7л° | 3х — 2, т. е. опре- 
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То же, для функций: 


25. ум 8-1 
26. у 1-3 —7 


27. уж -З 
28. у=?—4х 
29. у=2х? — 8х-1- 5 
30. у=2-— 3х —^? 


делить, при каких вначениях х функция возрастает, при каких убывает 
и имеет ли тахйпит, или ттипит и какие. 


== Ах-Н1 
у==0,1° —л-2 
у=—м--7 
у=^- 4х 

у=— 3х 9х — 9 
у=7-- 2х — 37 


31. у=(х— 8) -| (3х — 5) 

32. у= Их —2х-- 10 у= ИЗ— 4х — 37 

Указание. Если радикал рассматривается только в положительном 
значении, то, очевидно, что в двух последних примерах у изменяется в 
том же смысле, в каком изменяется подкоренная величина. Поэтому 


вопрос приводится к рассмотрению изменения трехчленов х?— 2х -- 10 
и 3— 4л— 32. 


Махилит и витипит. 


33. Данное число а разделить на такие две части, чтобы произведе- 
ние их было наибольшее из всех возможных. 

Решение. Пусть одна часть х, тогда другая часть равна а—х и их 
произведение будет х (а—х) =ах —х?. Производная этого двучлена 
есть а— 2х. Из признаков возрастания и убывания функций {$5 335) 
следует, что у 


если а— 2х0, т. е. хх а, то функция возрастает; 
если а—2х< 0, т. е. ха, то функция убывает. 


Значит, при х-== а наша`функция получает махйнит. Тогда дру- 
гая часть будет равна а — '/. а==!/. а, т. е. обе части окажутся одинаковы. 

Мы приходим таким образом к следующему выводу, который полезно 
заметить: если сумма двух переменных чисел равна по- 
стоянному числу, то их произведение будет наиболь- 
шее из всех возможных тогда, когда эти числа сде- 
лаются равными между собою. Например, если х-- у== 10, то 
произведение ху булет наиболышее, когда х == у=5. И действительно: 
5.5—25; 6.4—24; 7-3=21; 8.2=16 ит. д. 

Выводом этим приходится иногда пользоваться для решения различ- 
ных задач на тахипит. Приведем этому примеры. 

34. Из всех прямоугольников с данным периметром какой будет иметь 
наибольшую площадь? 

Решение. Пусть данный периметр есть 2р, оспование х и высота у. 
Тогда площадь равна ху. Так как х-- у есть полупериметр, равный по- 
стоянному числу р, то тахйпит произведения ху будет при х==у, т. е. 
тогда, когда прямоугольник сделается квадратом. 

35. В круге данного радиуса г вписать прямоугольник с наибольшею 
злощадью. 

Решение. Если Х и у будут основание и высота вписанного прямо- 
угольника, то х?-р у? —7?. Требуется при этом условий найти тахинит 
произведения ху. Очегидно, что тахипит этого произведения будет при 
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тех же значениях х и у, при которых будст тахйпит квадрата его. Но 
(ху == и м -|- у? == постоянному числу #?. Значит, тахипит ху? 
будет при х*=у?, т. е. при х==у; тогда же будет и тахипит ху. 
Искомый прямоугольник должен быть квадрат. 

36. В данный треугольник вписать прямоугольник с наибольшею пло- 
щалью так, чтобы его основание лежало на основании треугольника, а 
две вершины упирались в боковые стороны его. 

Решение. Обозначим основание и высоту треугольника би Й и пря- 
моугольника хи у. Из подобия треугольников находим: х: В =(й#— у):й; 
ВВ — у) 

а 
ника ху на место х найденную величину, получим: 
5—5) 

т . 


откуда: х — Подставив в выражение площади прямоуголь- 


площадь прямоугольника — 


Требуется найти, при каком значении у эта дробь будет иметь наи- 
болышее значение. Но в этой дроби знаменатель и множитель 2 в числи- 
теле суть числа постоянные; поэтому дробь получит наибольшее значе- 
ние тогда, когда произведение (й — у)у сделается наибольшим. Но в этом 
произведении сумма сомножителей #—у и у есть число постоянное; 
вследствие этого тахйнит произведения (й#-— уу будет при й — у=у, 
т. е. при у==/й. 

37. Из всех прямоугольников, вписанных в круг даниого радиуса г, 
какой имеет наибольший периметр? 

Решение. Вопрос приводится к нахождению тахйпит суммы 


х- у4® — х. Вместо этой суммы нам выгоднее искать шахипит ее 
квадрата: 


ут — м в хе 4 2х И — а — 4 2х уд — 2, 


и следовательно тахйпит произведения х //4/? — х?. Квадрат этого 
произведения, равный х?(47? — х*), имеет тахипит при х?== 4 — х?, 
так как сумма сомножителей есть число постоянное (42). Значит, 
х=7У 2, но тогда и высота прямоугольника будет равна /4” — х? == 
—=И4®— 27 —=гИ2, т. е. прямоугольник будет квадратом. 

38. В треугольнике даны основания (42) и сумма ($) его боковых сто- 
рон. Каковы должны быть эти стороны, чтобы площадь треугольника была 
паибольшая? 

Решение. Если х и у будут боковые стороны треугольника, то пери- 
метр его равен ху а=з ра, т. е. он есть величина постоянная. 
Обозначив его 2р, мы можем воспользоваться формулой, выражающей 
площадь треугольника по его трем сторонам 


А= урф-@(р-х)@Ф— у), 


и искать тахипит произведения (р—х) (р— У). Так как (р—х)-- 
{+ (р—у)=2р—(х Ну =2рр—-3, т. е. эта сумма есть величина по- 
стояиная, то тахимит ве будет при р х=р— у, т. е. при х=у. 
Значит, искомый треугольник должен быть равнобедренный. 

39. Какой из всех прямоугольников с данною диагоиалью имеет: 
1) наибольшую плошадь; 2) наибольший периметр? 

40. В круге данного радиуса г проведена хорда. Какова должна не 
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эта хорда, чтобы треугольник, образованный ею и двумя радиусами, про- 
веденными к концам хорды, имел наибольшую площадь? 

Указание. Обозначив длину хорды 2х, мы приведем вопрос к нахо- 
ждению тахйпит выражения х И” — х®, или его квадрата х(т? — х°). 
В окончательном результате увидим, что хорда должна быть стороною 
вписанного квадрата. 

41. Какой из всех прямоугольников с данным периметром 2р имеет 
наименьшую диагональ? 

Указание. Если стороны прямоугольника будут х и у, то диагональ 


его выразится ух? -| у?, а периметр 2х--2у. По условию задачи 2х -- 
--2у=2р; следовательно х-|- у=р и у=р— х. Поэтому диагональ 
равна Ух? -- (р— х)?. Наименьшая величина ее будет, очевидно, при наи- 
меньшей величине подкоренного выражения. Таким образом, вопрос сво- 
дится к нахождению наименьшего значения Хх? -|- (р — х)* = 2х? — 2 рх-|- 
-{ р. Это значение найдется при помощи производной так, как это ука- 
зано на примере, приведенном в конце 6 335 этой книги. 


Скорость как производная от пространства. ($$ 337 — 341.) 


42. Некоторое тело движется прямолинейно таким образом, что в 
конце 2-й секунды от начала движения оно оказывается уда. енным от 
своего иачального положения на расстояние е, определяемое равенством: 
е—4— ЗЕ В. 
`“ Определить: а) закон скорости этого движения; б) когда скорость 
положительна, когда она отрицательна и когда равна нулю; в) найти 
тахжтит удаления тела от начального положения. 

43. Решить те же вопросы, если удаление е выражуется формулой: 
е—= 2 — 44-5. 


Ускорение как производиая от скорости ($5 342 — 343). 


44. Тело движется таким образом, что скорость ® этого движения в 
зависимости от времени # (сек.) выражается формулой: о == 6 — 4. 

Определить: а) когда скорость возрастает; 6) когда она убывает; 
в) пахйпит скорости; г) закон ускорения. 

45. Тело движется по прямой линии; его удаление е от некоторой 
определенной точки О, взятой на этой прямой, выражается в зависимо- 
сти от времени # формулой: е==/ — 2#--1/. В. 

Определить: а) расстояние тела до точки О в момент, от которого 
начинается счет времени (в момент # =0); 

6) закон скорости; 

в) какова скорость в момент #==0 (что означает отрицательный знак 
перед всличиною скорости?); 

г) когда тело начинает двигаться в положительном направлении; 

д) когда тело проходит точку О (объяснить двойной ответ); 

е) каков закон ускорения относительно времени. 

46. Те же самые вопросы относительно движения тела, которого рас- 
стояние от точки О определяется формулой: 


е=8 — 7 -- Ё. 
47. Точка движется по прямой Ох таким образом, что ее расстояние 
е от О в конце #0ой секунды выражается формулой: е= — 121. 
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: 

Найти закон скорости и закон ускорения. Когда скорость сделается 
равной нулю? В какой момент будет пёпипит е? 

48. Скорость некоторого прямолинейного движения выражается фор- 
мулой: о =—4 — 6#-|--ЗЁ. Определить: а) начальную скорость; 6) началь- 
ное ускорение; в) ускорение в конце 2-Й секунды; г) среднее ускоре- 
ние в промежуток времени от конца 1-Й секунды до конца 2-й. 


Функция третьей степени. ($6 344—346.) 


Исследовать следующие функции 3-й степени и построить их гра- 
фики: 

49. ух — 3. Хх? —6х-{- 21/5 у, м — 8х8 

50. у=х8 — бе --6Бх И у=3 8 — 3 —5х--2 

51. у 2 — х—1 

52. ух —7х—4 54. у=х —7х--5 

53. ул — 18х-- 12 55. у==х? (6—х) 

Замечание. Если значения данной функции настолько велики, что их 
неудобно изобразить на чертеже, то можно все их уменьшить в несколько 
раз. Например, при исследовании функции: у=л8-+ 15 х?-|- 12 х— 27 
удобнее уменынить значения функции в 9 раз, т. е. взять функцию: 


Ду =, хз ЗИ; “вх — 3. 
Графическое решение уравнения третьей степени. (8 347.) 


Решить графически следующие уравнения: 


56. эр х—4=0 57. хз Зх==—2 
58. хз -— Зх = 1,5 59. 3 —3х--1=0 
60. + х—7=0 61. 9 —х—1= 
62. 1 68. 2—2 4 
х х 
6. ТЗ 65. хз — 422150 
2 2х 


‚ Замечание. Последний пример можно свести к построению параболы 
3-й степени у==х3 и параболы 2-й степени у==4х? — 5. 


Функция вида у = . (88 348 — 349.) 
4 
66. Построить график у= т межлу х=—4 и х=--4. Найти 


предельные значения при х==Есо и х=0. Найти производную от 
этой функции и при ее помощи определить, где функция возрастает и 
где убывает и куда направлена ее вогнутость. 


1 
67. Построить график у=—. Сравнить его с графиком = 
(черт. 91). 
1 1 
68. Построить графики функций: 1) ух; 2) У=*—х. 
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Найти производные этих функций и при их помощи решить вопросы 
о возрастании или убывании функций, а также о тахйпит и нилипит их. 
Замечание. Графики указанных функций можно, конечно, строить, 
составив предварительно таблицы их значений для нескольких произ- 
вольно взятых значений х. Но можно поступить и так; построить (при 
одних и тех же осях и в одном и том же масштабе) график функции 


1 
Е (это будет гипербола, изображенная на черт. 91) и график фуик- 
ции у=х (то будет биссектриса углов хОу и ^’Оу). Затем все ор- 


динаты биссектрисы увеличить (для функции Уи. ). аи ЗмСны 


1 
шить (для функции У=х—-;) на соответствующие ординаты гипер- 


болы. Этот прием можио употреблять вообще тогда, когда данная функ- 
ция представляет собою сумму или разность двух других функций. 


4 
69. Построить графики хх? —Т7Ти Е Найти точки пересечения и 
при их помощи определить корни уравнения ХЗ — 7х-—4==0 (т. е. 


уравнения х? —7== ей 


х/ 
70. Построить графики > ти ^?-Р 2х между х=— Зи х= 2. 


Найти точки пересечения и при их помощи решить уравнение х3 -|- 2х? — 
—х—1==0. 


Уравнение прямой. (58 350—852 повторить $$ 115—117 части 1.) 


71. Каково будет уравнение прямой, параллельной оси х-ов и отсе- 
кающей от оси у-ов отрезок, равный -|- 2; -| 31/,; —4; — 10,5? 

72. Каково будет уравнение прямой, параллельной оси у-ов и отсе- 
кающей от оси х-ов отрезок, равный —- 3; —5; (вообще т)? 

73. Какая прямая выражается уравнением: а) у=0; 6) х=0? 

74. Что можно сказать о прямой, выражаемой уравнением вида 
у==ах: а) если а`>0; 6) если а< 0? 

75. Какая прямая выражается уравнением: а) у=х; 6) у= —х? 

76. Чему равен угловой коэффициен: прямои, выражаемой следую- 
щим уравнением: 


а) у=2х4+5  бу=х—3 В у=их 
Г] у=7—3х д) у=—0,5х © у=—х. 


77. Чему равны угловой коэффициент и начальная ордината прямой, 
выражаемой уравнением: 


а) 3х 2у=10, 6) — 0,73 х—5=0 
в) ах-| Ву=? 


78. Каким уравнепием выражается: а) ось х-ов; 6) ось у-оз? 

79. Если две прямые, выражаемые уравнениями вида: у=ах-- ён 
у=а.х-- В, параллельны между собою, то что можно утверждать об 
угловых коэффициентах а и 41? 
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80. Найти угол, образуемый двумя  пересекающимися прямым’ 
У=ах-- в иу=а:х 6. 


Черт. 122. Черт. 123. 


Рещение. Из чертежа 122 видно, что «=, —@; следовательно 
_ во —ва _ ав 
=. = . 

1 ава 1--аа, 


ро (©, —©) 


5—2 3 
п , = — и з ——_ 
усть, например, у=2х—3 и у=5х-|- 1. Тогда {© ® 15.2 1 
и 105 юо =105 3 — ор 11 == 0,4771 — 1,0414==1,4857; ®==15? 15 
(приблизительно). 
81. Найти условие перпендикуляриссти двух прямых у = ах-Н В 
и у=ах-В,. 


Решение. Из предыдущей задачи видно, что если ® —90°, то {© ® = 
— со и 1-- аа, =0; следовательно, искомое условие есть слелующес: 


Например, прямые у==2х—3 и у= — 0,5 х—3 перлендикулярны, 
так как — 0,5 = —1/.. 


х 
82. Ести прямая выражается уравнением: ре + > —=1, то что означают 


здесь аи 6? 

Решение. Положив в урзвненни х==0, найдем: у==ё. Значит, на 
прямой находится точка (0,6), т. е. прямая отсекает от оси у-ов 
отрезок, равный 6. Равным образом, положив у==0, гаидем: х=а. 
Значит, прямая отсекает от оси х-ов отрезок, равный 4. 

Это же можио видеть из чергежа 123. 3 подобия треугольников 
следует, что ординаты произрольной точки /М прямой удовлетворяют про- 
порции: у: 8 —= (а — х):а, откуда: ау= ар —х; Вх -- су=а . 


х 
Разделив все члены на аб, найдем: — = 1. 
а 


Составить уравнение прямой, проходящей через точку: 
83. (2,5) (— 2.5) (2, —5) 0-9 
83. (0,7) (0, —7) (3,0) ( 

ш 


Составить уравнение прямой, проходящей через следующие пары 
точек: 


85. (1,5) и (2,3) (— 3,2) и (7,—4). 
86. (0,0) и (5,6) (0,4) и (—2,—3). 
87. (0,7) и (2,0) (—2,—3) и(1,8). 


88. Даны две точки: (2,5) и (7,3). Найти расстояние между ними. 

Найти расстояние между двумя точками каждой из следующих пар: 

89. (—3,5) и (2,3) {— 3,5) и (2, —3). 

90. (3, —5) и (2,3) (3,5 —5) и (—2, —3). 

91. Проверить, что если даны две точки: (х:, у.) и (хе, Уд), то при 
всех возможных случаях расположения этих точек расстояние / между 
ними выражается формулой: 


= Иди му-О — у)". 


Уравнение окружности. ($ 353.) 


92. Написать уравнение окружности, цент которой совпадает с на- 
чалом координат и рагиус равен: а) 5; 6) */;; в) 2,7. 

Написать уравнение окружности, радиуса 10, центр которой лежит 
в точке: 


‚ 93. 1) (12,13) 2) (10,13) 3) (10,10) 
94. 1) (7,13) 2) (7,8) 3) ($,11) 
95. 1) (0,5) 2) (12,0) 3) (3,0) 
96. 1) (—2,4) 2) (—2,—3) 3) (1,—5) 


97. Найти радиус окружности, выражаемой уравнением: 
а) х?-|- у? =100 6) № --у=—50. 


Показать, что следующие уравнения выражают окружности, найти 
их радиусы (перед знаками квадратных радикалов надо подразумевать 
оба знака =): 


98. 25х? -|- 25у? =289 4-4? —49 

99. у= И 16— 5 у= 36 — ж. 

100. у=и20— м у=1/, И100— 9% 

101. у=!/, И8Т— 42 (х— 2) (у— 1) =95 
81 


102. (ЕЕ — 4 == 

103. Показать, что уравнение: 3х? -| 3у? | 8х —6бу=20 (у кото- 
рого коэффициенты при х? и у? одинаковы и нет числа, содержа- 
щего ху) есть уравнение круга; определить его радиус и положение 
центра. : 

Решение. Разделим все члены на общий коэффициент при х? и у?: 


ху, или ах у" — ==. 


Чтобы дополнить сумму первых 2 членов до полного квадрата, надо 
< ней добавить (,); чгобы сделать то же самое с суммог 3-го и 4-го 
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членов, надо добавить к ней 12. Добавим же к каждой части уравнения 
по (“/.)*-|- 1, т. е. по 35/5; тогда получим: 


Е о ъ 
ео — ==, ==. 
Отсюда видно, что уравнение представляет окружность, центр кото- 
рой находится в точке (—\/.,1) и радиус равен У*/, ==!/, у 85. 
104. Показать (таким же приемом, какой указан в решении преды- 
дущей задачи), что вообще уравнение вида: Ах? -|- Ду? -|- Вх-- Су 
—Р==0, у которого коэффициенты при х? и у? одинаковы и 
нет члена с ху, выражает окружность; найти ее радиус и положение 
центра. 
Найти радиус и положение центра окружностей, выражаечых уравне- 
ниями: 


105. х?-- у? — 12 х—16у-- 24=0 

106. х?-- У =2у--35 

107. у=— 7-5 И 16 — *—6х 
108. у 8 х—бу—3=0 

109. у==3/, 51, И20х—4 м {11 

110. 5% 7 5у? — Эу— 38 =0. 

111. Вычислить (с точностью до 0,001) координаты точек, в кото- 
рых прямая линия у==2 х — 3 пересекаегся с окружностью х? -|- у? == 10. 


Уравнение эллипса. (88 357—861.) 


х 

Показать, что слелующие уравнения приводятся к виду СЕНЕ: ==1, 
< 

т. е. все они выражают эллипс, цечтр которого совпадает с началом ко- 

ординат и большая ось лежит на осн х-ов (перед радикалами надо под- 

разумевать оба знака -Е):; 


112. + 4у=100 38-1 16 у? =192 
113. 25 2 | 81? =2025 4-9 у? — 144 
= ба 
9 9 
115. = Им у== и100—х* 
Е НЕ 
16. у=з их у==5 И20— 


Найти положение центра и величину и положение осей эллипсов, 
выражаемых следующими уравнениями: 


х— 1)? — 92 х 42 — 1% 
117. ( о 1 па. ЕО 
— 92 я 2 2 
п. А 120. ры 
тот, э+о—5'=1 122. (х— 2) 4А(у— 3) ==1 


‹азать, что следующие уравнения приводятся к виду: 
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(х— т) БО р 
а? и 


г. е. что они выражают эллипс, центр которого лежит в точке (т, п) и 
большая ось р оси х-ов: 


а 1 
123. у=- — И10х—х* 124. ут У!08 — 9х? —36х 


х2 2 
125. На эллипсе, заданном уразнением 5 =, взята точка, 


которая при положительной абсциссе имезт ординату 1. Составить урав- 
нение касательной, проходящей через эту точку. Найти координаты 
точек пересечения этой касательной с оеями координат. 

126. То же, если точка взята на эллипсе: у==Н3/, /25 — х* ипри 
положительной ординате имеет абсциссу 3. 


. 


Уравнение гиперболы. (86 363—368.) 


, 
3? ь 
Показать, что следующие уравнения приводятся к виду — г. — 5 =1, 
т. е. что они выражают гиперболы, оси которых расположены на осях 
координат: вешественная ось на оси х-ов, мнимая на оси у-ов; написать 
уравнения асимитот (перед знаками радикалов подразумеваются оба 
знака =): 


127. 9х? — 4у? —=36 128. у=з, У ®—16 
129. у=з/, Ум —9 130. у И = — 61 
131. у= у ^^ — 16 132. У=/, И 1 — 81 
Каковы будут величины осей у гипе} бол: 
д у 2 у _ 
133. Ев =! 184. 5 — 55 = 
ев т 
135. те`18=1 136. х? — у? =36 


Определить положение центра и осей гипербол, данных уравие- 
ниями: 


(х— 5 0+2) _ (+2) (— 6) _ 
16 _ и ее! 


Показать, что следующие уравнения приводятся к виду: 


(х— т? (у— и 
р 2 


137. 


==1|, 


т. е. что они выражают гиперболу, центр которой лежит в точке (т, п) 
и оси параллельны координатным осям, вещественная ось параллельна оси 
Х-ов, мнимая ось параллельна оси у-ов; 


139. у=1-5 Их — 6х 140. у=—3 ==, Их - 1х 
р 


о 


2х 
141. На гиперболе: = взята точка, которая при положи» 
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тельной абсциссе имеет ординату 1. Составить урлвиение касательной, 
проведенной через эту точку, и найги точки пересечения се с осями 
координаг. 


142. То же для гиперболы: у==-Н/) Их? — 49, если взятая на пей 
точка при положительной ординате имеет абсциссу, равную 8. 


Уравнение параболы. (5$ 370 — 375.) 


Определить положение вершины, оси и директрисы парабол, заданных 
следующими уравнениями: 

143. у? =10х 144. уз—6х _ 145. =9х _ 

146. у=- узх 147. у=- Их 18. у= ух 

(В этих шести случаях ось параболы лежит на оси х-ов и направлена 
в положительном ее напразлении.) 

149. у —=— 9х 150. у? = — 10х 151. У=—ёФх 

(В трех последних примерах ось направлена в отрицательном на- 
правлении оси х-ов). 

152. уз =8х—16 153. у==бх 15 154. у=- ух |8 

(В последних трех примерах координаты вершины будут: (2,0), 
` (—3,0) и (—4,0); ось идет по положительному направлению оси х-ов.) 

155. (у-- 2) =4х; у=1- у16х; (у— 4) =12х 

(Координаты вершины параболы: (0, — 2), (0,1) и (0,4). 

156. 2у? | 2у— 11х-- 73 =0 

Решение: Уравнение можно преобразовать так: 


а Ех — И 
[© = Их — 8; (у 1) == (х — */,) 


Отсюда видно, что вершина лежит в точке (290/,,—1/.), ось парал- 
лельна оси х-ов и направлена в положительную сторону; параметр равен 
у —=23/ 

а— 9/1. 


157. у?-- бу 9х ==0 158. ух? 
159. 15у==х? 160. — Ву=х? 


Как мы видели в $ 212 (ч. Г, кривая, выраженная уравнением вида 
у=ах?--с, есть парабола у == ах”, только перемещенная параллельным 
перенесением на с единиц вверх, есяи с`>0, и вниз, если с<_ 0. Ось 
параболы направлена по положительному направлению оси у-ов, если 
а`>0, и по отрицательному, если а<_ 0. Руководствуясь этим, опреде- 
лить положение вершины, оси и директрисы в следующих примерах: 


161. у=2— 8 у== 3х2 4 6 у==5х—10 
162. у== 3? — 12 у 25 ‘у== 4х? -- 16 
163. у=— 3 -- 12 у=— 4х4 8 у=— 2х —10 


Приняв во внимание 55 224 (часть Г) и 335, определить координаты 
вершины параболы и направление ее оси, а также решить вопрос о воз- 
растании или убывании функции и о ее нулевых значениях (т. е. точках, 
в которых парабола пересекается с осью х-ов): ° 
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164. у=ж | 5х +4 165. ужи Идх— 3, 


166. у=8/, — у х— 167. у=2-- 4х — м 
168. уж, х— 9 169 у=— ^--4х—5 
170. ужа 171. у = — ^-- 6х —9 


172. На параболе у==3/, х? взята точка с абсциссой 2. Составить , 
уравнение касательной, проведенной через эту точку. 

173. То же, для точки с абециссой — 9. 

174. На параболе у=—1/, х? взяты две точки, у которых одна и 
та же ординага, именно — 12; составить уравнения касательных, провс- 
денных через эти точки. 


Первообразная функция. ($ 378.) 


Найти первообразные функции по следующим производным: 


175. у'=а у=р—5 "= 1/; у=2,3 
176. у’==х у’ ==3х У = х у’ ==0х 
177. у=х-2 у==х—7 == 2х 
178. у=5х—2 у=2а- В у=тх-Ер 
179. у’ ==5х2 у’ ==-— 2 ум --т 
180. у’ — 3х2 -|- 7х у’ == 12° —4х у =212--8х—2 
181. у = у =4^3 7х у == -ьх-с 
182. у’ = 353 — 29 | 4х —7 У=— 
, 2 ‚_ 1 ‚_@ С 
183. у’ — —- У=-я У = -Ь 


194. уни (2—4) = О 


{в последних двух примерах надо предварительно раскрыть скобки). 


Нахождение площади. ($ 377.) 


185. Найти площадь, ограниченную прямой у ==2х -|- 1, осью х-ов и 
двумя ординатамй, соответствующими абсциссам х==4 и х=25. Про- 
верить полученное число посредством формулы элементарной геометрии 
для площади трапеции. 

186. То же, между х=ЙТ и х==10; между х==-— и х==156. 

187. Определить площадь, ограныченную параболой у == 2х? -|- 3, осью 
х-ов и двумя ординатами при х=3 и х=9. 

188. То же, между х=0 и х==8; между х=1 и х== 10. 

189. Определить площадь, ограниченную параболой у=3З-- 4х 
-+- 3х?, осью х-ов и ординатами, соответствующим абсциссам х ==1 и 
х=2. 

190. Найти площадь, заключенную между осью х-ов и дугою пара- 
% болы у==7х — х? — 10, ограниченную точками пересечения этой кривой 
с осью х-ов. 


10 
191. Дана кривая У=- в. Найти площадь, ограниченную этой кри- 


вою, осью х-ов и ординатами при х=2 и х==8. 
116 


192. Определить площадь, ограниченную кривою, выражваики ураьН@- 
нием х?у==хз-| 23, осью х-ов и ординатами при х=а и х==2а. 


9 1 
193. Найти точку пересечения кривой Е с осью х-ов и за- 


тем определить площадь, ограниченную этой кривой и осью х-ов от точки 
пересечения до ординаты при х==2. 


По данному закону скорости найти закон пространства. (8 379.) 


Найти закон пространства, если: . 


'194. оэ=2- 3! и е==3, если #=0 
195. = -- 41—65 ие==4, если #=1 


196. = и е==3, если ё=1 


197. о=#-- 5 и е==4, если Ё==2 


198. 9==({#—1)(Е—3) и е=5, если #==0 
в—1 

199. а и е—=6, если Ё—1 

200. Поезд движется между двумя последовательными остановками 
со скоростью 9=/Ё(2—) ссли скорость измерять километрами в 
минуту и время выражать в минутах, начиная от первой остановки; по- 
казать, что: 

1) все расстояние между остановхами поезд проходит в 2 минуты; 

2} тахйтит скорости будет !/, км в минуту, и 

3) расстояние между остановками равно °/, км. 


Но данному закону ускорения найти закон скорости. ($ 380.) 


201. Камень брошен вертикально вниз со скоростью 38 м в секунду; 
ускорение от действия силы тяжести равно 9,8 м в секунду; найти 
скорость тела по прошествии # секунд от начала падения и пространство, 
которое камень пройдет в # секунд. 

202. Тело движется по прямой линии с ускорением 10 =3# | #— 
— 2. Найти тажтит и тийтит скорости, если известно, что когда 
#=:1, тогда 9 == 10. 

203. Тело движется по прямой линии с ускорением чо —2 -|- 6#. 
Определить закон скорости, если известно, что <= — 2, если #==0. 


Нахождение объема. ($$ 381 — 383.) 


204. Парабола у*==4ах, ось которой расположена на оси х-ов (в 
положительном ее направлении), вращаясь вокруг этой оси, производит 
так называсмый параболоид вращения. Найти объем, ограниченный по- 
верхностью этого параболоида и плоскостью, перпендикулярною к оси х-ов 
в точке ее х==рР. Показать, что этот объем равен 1/, объема цилиндра, 
описанного около параболоида. 


1 
2(5. Взята часть гиперболы у == г лежащей в угле хОу, и из кон- 
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цов ее проведены перпендикуляры на ось х-ов; один из этих перпенди- 
куляров оказался на расстоянии а от оси у-ов, другой на расстоянии 
Ь`>а. Найти объем тела, проискодящеюо от вращения воьруг оси 
х-ов фигуры, ограниченной элой осью, двумя указ.нными перпсилик) ля- 
рами и дугою гиперболы. Показать затем, что если $ — со, то этот 
объем приближается к конечному пределу. 


о 


206. Уравнение у’==1 — д выражает эллипс, центр которого со- 


впадаег с началом координат и болышая ось расположена на оси х-ов. 
у Найти объем элтипсоида, получаемого вращением 
й этого эллипса вочруг большой оси (предварительно 
| и 8 надо найти оси эллипса). 
207. Найти объем тела, произволимого вращением 
вокруг оси х-ов кривой у?=х (@@—х). 
203. Чертеж 124 изображает равностороннюю 
х гиперболу х”— у? =—а?, пересеченную хордою ВС, 
параллельною оси у-ов и отстоящею от нее на рас- 
стоянии ОД == 2а. Показать, что объем тела, получае- 
мого вращением вокруг оси Х-ов части АВ, равен 
объему шара градуса а. 
Е ‹ 209. Показать также, что объем тела, получае- 
Черт. 124. мого врашением вокруг оси у-ов фигуры ЕВАСЕ 
(черт. 124), равен потовине объема пи. интра, полу- 
чгемого гращением прямоугольника ЕВСР. 


Делимость на х—а. ($$ 397 — 3595.) 


210. Найти остаток от деления многочлена х* — 3х? — 5х? -- 20х — 8 
на х— 1; на х-- 1; на х— 2; на х-- 2; на х— 3; на х-- 3. 

211. Определить численную величину @ в многочлене: х*-- 3х3 -|- 
+ 4х Рах--11, чтобы он делился без остатка на х-| 1. 

212. Как можно быстро решить кубичное уравнение, если один его 
корень известен? Например, решить уравнение хЗ — 6х? -|- 11х —6==0, 
которого один ьорень есть 1. 

213. Ученик запомнил, что делимосль или неделимость двучленов 
м — пихта" на двучлены х— аих-|- а зависит от того, будет ли 
показатель т четное число или нечетное; но он забыл, когда делимость 
происходит при четном показателе и когда при нечетном. Как можно 
легко восстановигь в памяти все эти 4 случая делимости? 


Сложные радикалы. (5 403.) 


Преобразовать следующие сложные радикалы в сумму или разность 
двух простых радикалов: 


214. УР уз 215. Ив +2 у5 216. Ут—2ую 


217. Уз-- уд 218 У158 6016 219. Ин и16 
220. У27—7у,5 И Е а У5—уд 
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222. Ут--2и65-- Ив —2И5 223. Уз— уе 
224. Уз о - а-я 


225. Пусть а, озчачает плину стороны правильного я-угольчика, 
вписанного в круг раднуса Ю. Тогда, как изрестно из геометрии: 


и 2—2 22— о 


Преобразовать эту формулу в разность двух простых радикалов. 

226. Найти необходимое и достаточное условие, чтобы корни уравне- 
ния ах*-- 5х |-с==0 могли быть выра лены в виде суммы или разности 
двух простых радикалов. 


Дополнительные сведения о неравенствах. (85 404 — 409.) 
227. Показать, что при всяком вещественном значении х имеет место 
1 х--1 1 

> ыР Е. 

2 З 6 
228. Доказать, что если а и $ два положительные числа и а >>, то 


У — ИЕ < Иа—&. 


299. Доказать, что еслн й = 0, то 


следующее неравенство: 


п < в! 

(И--Т) и 3) т@- и @-+4) 

230. Доказать, что если х и у два положительных неравных числа, 
то 4 (8 - у) > (ху). 

231. Умножение обеих частей неравенства Р! (х) > Ро (х) на Х(х) 
приводит ли всегда к разносильному неравенству? 

Если, например, обе части неравенства: 2х —3`> х-- 7 умножим на 
2—х, то получим ли равносильное неравенство? 


Комплексные числа. (88 410 — 415.) 


2392. Проверить равенство: Й -|- #8 -|- #8 -|- #2 -|- #7 -|- 100 —0, 
Вычислить выражения: 


233. (х-ЕИб) (х—{ Иб) 234. УТЕРИ! —1 
‘35. Иа 2у—6х И4—2 И—6 236. (3и—2+412у— 8) 
237. (1-0; ([-2и—2)° 


Проверить возвышением в квадрат или в куб следующие равенства: 
238. УИ =2 
239. 1/1==—! 240. == 1, |8 (1-0 


241. уща=-и р2(1—:) 242. И + И =-—ау т 
243. Уи И — И 5= уе 


Выполнить указанные действия: 
244. (у9-- 40 + у9—401)° 245. (Мате Ну: — 1 
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одв. @-26*_ @—6 У а-—и ай 
И и-И-ОЕи-а-д 


248. Найти необходимое и достаточное условие для того, чтобы 


произзедение (а--8:) (с 42) было; Т) число вещесгвенное; 2) число 
мнимое. 


249. То же, для частного (а -- 61): (се | 42. 

250. Все ли действия над комплексными числами, выраженн‘ами под 
видом а -|- &, выполнимы? 

Упростить выражения: 


251. А р 252. —— а. 
о —1-— 3 
1 ТЕ, 1—2 
[5% т [5% о ба о, 
28. ЕН 254. ТААЕТЕ 
255. Обозначив для краткости: 
т = И 
Е =2,; БЕ и 1—0., 
2 
проверить равенства: 
1) аа 038 = 1; 4) а ==95; 
2) и -- з=0;, 5) =; 
3) изо: = 1; 6) 1-х. 91° =0. 


256. Доказать при помощи комплексных чисел, что всякое число, 


равное какой-нибудь степени суммы двух квадратов, есть само сумма 
двух квадратов. 


Решение: 
(8 -|- 52)" = [{(@--) @— М) = (а 8)" @— в”. 
Но если выполним, согласно биному Ньютона, возвышение в сте- 


пень, то найдем, что (а-|- )" = А-|- Вги (а-— м)" = А— Вё следо- 
вательно (а°- 2)" —=(А-|- В) (А— В) = А*-| В® 


$ 


ОТВЕТЫ НА ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЯ. 


1, Решение дано при задаче. 2. = Е 4. 5. 6. Решение 
при задаче. 7. г: 8. -. 9. Решение при задаче. 10, То же. 11. г : 12... 13. Пс 
раскрытии скобок и сокращении на #, получим выражение 3л* -|- Зйх -|- №, кото- 
рое при #==0 обращается в 84°. 14. их?" 15.5. 16. Когда х-—>0, функция 


2 
стремится к -- со, если х остается положительным, и к — 0, если х остается 
отрицательным. 17. Данная функция есть трехчлен 2-й степени и потому гра- 
фик ее есть парабола, которую можно построить так, как объяснено в 6 224 
(часть 1). Подъем этой параболы при х=1, х==2, х==3 будет соответственно 
—ь 3. 18. 4, 10, 16. 19.5; —71». 20. 3; —2. 21. 20%; —16х. 22. 6х—2; 


2х —2. 23, При х> 3. функция возрастает, при х < -; она убывает. При х = 2 


3 
будет кипплит, равный ==. 24. Возрастает при >—ц, убывает при 


х< 2: виитит при х=—8 ‚ он равен — 25 . 25. 1) При х < 4 возрастает, 


при х>4 убывает; при х=4 будет махилит, равный 17; 2) при х< _ 


2 : „9 
возрастает, при х>а убывает, при х= = будет тахйпит, равный =. 


26. 1) При х > — 3 возрастает; при х < — 8 убывает, при х == — З будет пиийпит, 


равный — И5; 2) при х> т возрастает, при х— =: будет ттипит 155- 
27. 1) Мийтлит при х==0; 2) тажтит при х==0, 28. 1) Мтипит при х=7; 


2) ишитит при х==— 2.29. 1) Мийтит при х==7; 2) тахйтит при х=15- 


30. 1) Мамтит при х=—8; 2) тахйит при х=З. 31. Мийлит при 
Хх. 32. 1) Мтилит при х=1; 2) тахйптит при х=—4. 33—38. Решения 
даиы при задачах. 39. 1) квадрат; 2) квадрат. 40. Решение при задаче. 


41. Квадрат. 42, а) о=— 3-1, 6) скорость положительна при #>2 и о:- 


3 р 
рицательна при #5; она равна нулю при ‚=8; 6) тахйтит удаления == 


=: при ==. 43. а) о=4ё— 4; 6) скорость положительна при >> 1, отри- 
цательна при #<1 и равна нулю при #=1; в) тахилит удаления ==3 при 


з 
х==1. 44. а) При :<8: 6) при >; в) тажбтит = 2; г) ускорение 6 — 8. 


45. а + ы; 6) —2-& в) —2 (значит, тело движется в отрицательном нанра- 


влении, приближтусь к точке О); г) с момента #=2; д) два раза: при Ё=1 и 
при ==3 (значит тело, двисаясь сначала в отрицательном направлении, в момент 
#=1 проходит через точку О; продолжая двигаться далее в отрицательном на- 
Жравлении, око в момент #==2 поворачиваег назад и в момент {==8 снова пьо- 
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ходит точку 0). 46. а) 8; 6) —7Т-Е2 г) —7; г) с момента 8. ; д) когда 


=50 =и17), т. е. когда & = 1,428... и 4 ==5,561..; е) |-2. 47. Скорость == 


—2#— 12: ускорение равно 2; скорость равна 0 при #=6; тёриит е будет при 
#—6 (он равен — 86). 48. а) 4; 6) —6; в} |6, г) 3, 49. 1) В промежутке 
(—с<, —1} функция возоастает в промежутке ( —1, -- 2) убывает и в проме- 
жутке (--2,--со) снова возрастает. Махйилит при х==—1, шишиит пра 
х=--2. При х=5 будет точка перегиба. Функция имеет три вещественных 
корня: один между —Зи — 2, другои межлу О и Ти третий между Зи 4. Пре- 
дельные значения: -|- со при х== -| сои — со при х == — со, при х =0 фуньция == 


2; 2) в промежутке (—с0, — 1,082...) фупкция возрастает, в промежутке 


(— 1,082, 3,082) она убывает и в промежутке (3,082, |- со) спова возрастает; зна- 
чит, тахйпит при х=— 1082, тт тит при х==3,082. Точха перегиба при 

—1. Три веществеиные корня: х==—3, -2 и --+. 59. 1) Махйпит яри 
х==0,472, пипипит при х==3,521. Точка перегиба при х==2. Три веще.лвен- 
иые корня, по одному в промежутках: (— 1,0), (2,3) и (3,4); 2) тахипит при 
х= —0,483, пийтит при х=1,15; точка перегиба при х=. Три корня, по 
одному в промежутках: (—2, —1), (0,1), (1,2). 51. Мехинит при х ==— 1,548, пт 
тит при х==0,215. Точка перегиба при х=—5. Три корня в промежутках: 
{— 3, —2), (—10) и (0,1). 52. Мажтит при х==— 1,528, имтйяит при х== 
—- 1,528. Точка перегиба при х==0. Три корня в громежутьах: (—3, — 2), 
(-- 1,0) и (2,3). 53. Мамтит при х==— 2482, пипииши пря х==-+ 2,082, точка 
перегиба при х==0. Гри корня: —4,1 и 3. 54. Махйнит при х==— 1,528, пит - 
тит при х==-Р 1,528; точка перегиба при х==0. Три корня в промежутках’ 
(—3, —2), (0,1) и (2,3). 55. ЛШийтит при х=0. тажтит при х==4. Точка 
перегиба при х==2. Два корня: х=0и х==6. 56, Один корень в промежутке 


(., 2.) 57. Функция х? — 3х -- 2 разлагается на множители так: л8 —4х + х-|- 2= 
== (2) РИ =(-2 хх И = 


=х (= — 4) х + 

—=( 22) (2—2 1 =(--2) (х — 1}*. Поэтому корни будут: —2и 1. 58. Три 
кория, два отрицательных и один положительный, в промежутках: (—1, — 2), 
(0,—1), (1,2). 59. Три корня в промежутках: (—2, —1), (©) и (1,2). 60. Один ко- 


рень в промежутке (15. 2) . 61. Один корень между 1 и 15. 62. Корепь межлу 


1 
1 и2 (все члены урзвнения можно умножить на х, так как х520). 68. Три 


2 

корня в промежутках: (—2, —1), (—1,0) и (2,3) (зоже можно умножить на х) 
64. Все члены уравнения можно умпожить на 2х. Три корня в промежутках 
р 1 1 

{—3, —2), (0,1) и (2,3). 65. Три корня: один —} и два в промежутках (в) и (35. 4} - 
Если основываться на теореме 6 393, то корни данного уравнения можно найти 
вычислением, разделив трехчлен хз — 48-5 наз х--1 и приравняв частное 
х—65х-р 5 нулю. То:да, кроме корня х==-—1, получим еще два: 1,382 и 3,618 
66. При х= - со функшя у==0; при х==0 она будет = со, где знак -|- ок жется 
тогда, когда х, приближаясь к 0, остается положительным, а знак — тогда, когда 


4 
х при этом остается отрицательным Производная = Фуикция всегда 


убывает (при х==0 она претерпевает разрыв непрерывности), В угле х’Оу’ во- 
гнутость направлена вниз, в ушле хОу— вверх. 67. График такой же, как 
изображенный на черт. 91, только ветви расположены в углах хОу и уОх’. 


68. 1) У=1—-з. Функция возрастает, когда абсолютная величина х>1, и 
убывает, когда абсолютная величина х< 1 При х=1 будхт пийтит, равный 2; 


1 
при х= —1 будет тамтит, равный —2, 2) у’==Е-+ хз. Функция всегда воз- 
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растает. 69. Три корня, по одиому в промежугкая: (—3, —2), (-— 1,0) и (2,3). 
70. Три корня, по одпому в промежутках (- 25.—2), = 1, —=) и (5. 1) . 
Й. у=-2, +3. ‚—4, —10,5. 72. х=- 3, —-5 (вообще п). 73. а) Ось х-ов. 


6) ось у-ов. 74. а) Прямая прохолит через начало коордииат в углах хОу и 
х'Оу’; 6) прямая проводит через начало координат в углах к х’Оу и хОу. 
75. а) Бисектриса углов хОу и х’Оу; 6) биссектриса углов х’Оу я хОу 

: а } с 3 Е ни 
76. а) 2; 6) К в) 5; г) —3, д) —0,5; е) —1. 77. а— 5, 5; 6) 1» 
с 


)—х, у. 78. а) у==0; 6} х==0. 79. а-=а,. 80 — 82. Решения при задачах. 


83. у—5==а (х—2); у—5=а (х- 7); у 5=а(х—7); у 5==а (хх 7. 
84. у—7Т=ах; уф7Т=ах; у=а (х—3}} у=а(х-Р3). 85. у=—2х-7 
10у=2 — 6х. 86. бу= 6х; 2у=7х-- 8. 87. Зу=— 17х14; 9у= Их— 5. 
88. И:9==5,385. 89. У29==5,385; У89==9,484. 90. Уб5=8,062; у29 5,385. 
91. Рассмотрев отдельно случаи, когда точка находится: в Г угле (хОу), во И угле 
(х’ОУ), в Ш угле и в 1\ угле, можио убедиться, что искомое расстояние равно 
гипотенузе треугольника, у которого один катет равен х, —л., а другой у, — у.. 
Затем формулу, указаниую в задаче, можно проверить и для случаев, когда одна 
из двух данных точек или даже обе точки находятся на координатных осях. 


92. а) | у =25; 6) + уе; в) м у?=7,29. 93, 1) (х—12} 4 (у— 
— 13} = 100; 2) (х— 10 (у— 13 = Ко; 3) (х — 0 -- (У — 10) = 100. 
34. 1) (ТН (уф 19 =100; 2) (7-8 = 100, 3) е+0о- и} = 
==100. 95. 1) м (у- 5) == 100; 2) (х— 12) 4 у 100; 3) (х— 3 у=100. 
96. 1) (х-- 2 0—4) =100 2) «2-3 =10; Эи-Т-(- 


-- 5) =100, 97. а) 10; 6) У50==7,07Ь 88. 1 мно; ‚= = 
— 11,56 =3,4; 2) ву; = =32. 99. у =16; г=4; №4 
+уУ=36; г=б. 100. х-у=20, + =9У20=4,472; а; ‚=в= 
—3-. 101. =; Г—5; центр в точке (2,1). 102. г=о; центр в точке 


(-3>., 4) . 103, 104. Решение при задачах. 105. г-= 16 ==8,718; центр в точке 


сл 


(6,8). 106. г=-6; центр (0,1). 197. г=5; ценгр (—3, —7). „198, г—=у8 == 

=-5,292; центр (—-4,3). 109. г==8; центр (-- р 5) . 10. = центр (615)- 

111. х, =2,481, у, == 1,962; х, == — 0,081, =—3,162., 112. 1) Разделив на 100, 
> 2 р 


а рома у МУ 
наидем 0+ 58 — Е 2) 5 (о 1. 113. 9 + 5 —1; в +ж=1 
хз У а .® У_ х У Г 8 У _ у У _ й 
114. Кр # ея + да == 1. 115, 6: + дЕ==1; 168+ 42 ==1- 116. ЕН зв== 
д? у? + 
5+ -——5==1. 117. Центр в то‘ье (1,2). Ось, параллельная оси х-ов, 
(У20)  (у5) 


равна 6, пругая равна 5. 118. Центр в точке (— 4,1), сси 5 и 3. 119. Центр (2,0); 
оси 4 и 3. 126. Центр (0, —2), оси Зи 2. 121. Центр (0,5); оси 2 и 1. 122. Урав- 


в — 3)? 
нение можио представить так: #— _ т _ ==1: значит, центр (2,3), оси 1 


] \2) 
но. 173. Центр (5,1); оси 5 и 4. 124. Центр (— 2,1); оси 4и3 125. Координаты 


% 
течки, взятой па эллипсе: х; = 2,508, у, =1. Уравнение касательной: 10,392х -- 
-- Уу==36. Точки пересечения: 3,464 и 4. 126. Координаты точки, взятой па 
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3х, 24у 
эллипсе: х,==3, у, ==2,4. Уравнепие касательной > + РР 


1. Координаты 


3 
точки пересечения: х = 5, у==1,25. 127. Уравнение ассимптоты: у== +9. 
2 2 
128. Уравнение ассимитоты: у==-= а х. 129. 5 о =; ассимптоты: у== 
5 х? 5 . 1 х? 5 | х? 5? 
== Х. 130,55 — в ==1; у= = х.131. 8 — в==Е у= =. 132. — == 1; 


вые 2 х. 133. Вещественная ось 5, мнимая 4. 134. 4иб. 135. 4иЗУ2. 
у 9 


136. 1 и 1. 137. Цонтр (5, —2); веществепная ось равна 4 и параллельна оси 

х-ов, мнимая ось равна 3 и параллельна оси у-ов. 188. Центр (— 2,6); оси 5 
(— 3 о-в 

33 > а 22 


Е Е 
центр (,1), оси Зи 2. 140. Уравнение б%дет: Е Ре. +9 —1. Центр 


и 8. 139. Уравнение после упрощения будет: 


— 1. Значит, 


(--5, —3),. оси 5 и 2. 141. Координаты точки, взятой на гиперболе: х, == 


=—=711,25 = 3,354, у, ==1. Уравнение касательной: ово и =1. Точки пере- 


сечения: х== 2,683, у-=4. 142. Точка на гиперболе: х,==8, у, =2,582. Уравне- 
ние гипе а Уравнение касательной: сы 
и р ть а. 


49 21,77... 1. Точки 


пересечения; = ) и (© р . 143. Вершина в начале координат; ось напра- 
А х 


влена по оси х-ов в положитеяьную сторону; директриса паралл^льна оси у-ов 
и проходит через точку (— 5,0). 144. То же, но директриса проходит через 
1 
точку (-— 3,0). 145. То же; через точку (-4>. 6) . 146. То же; через точку 
1 1 
—15, о}. 147. То же; через точку (-з>. 0}. 148. То же; через точку 
{— 6,0). 149. Вершина в начале коордииат; ось направлена по оси х-ов в отри- 
цательном направлении: директриса параллельна оси у-ов и проходит через точку 


(>. с} . 150. То же; через точку (5,0). 151. То же; через точку (5. 0) . 
152. Уравнение параболы: у =2 .4(х — 2). 153. Уравнение параболы: 
у=2. 2; [х— (— 3)|. 154. Уравнение параболы: у? =.1 [х — (—4]]. 


155. 1) Уравнение параболы: [у— (—2)2=2.2(х —0); 2) уравнение параболы: 
(у—1)=2.8(х—0): 3) уравнение параболы: (у—4}=2-6(х— 0). 156. Ре- 
шение при задаче. 157. Уравнение параболы [у— (— 3) =9 [х — (—1)]; вер- 
шина в точке (—1, —93). 158. Ось параболы направлена по оси у-ов в положи- 


хельную сторону. Вершина в точке (0,0). 159. То же; параметр =7.. 160. Ось 


направлена по отрицательному направлению оси у-ов. Вершина (0,0). Параметр 4. 
161. 1) Ось направлена по положительному направлению оси У-ов, параметр == 


= ; 1) то же; вершина (0,6), параметр = 5; 3) то же; вершина (0, — 10), пара- 


метр =. 162. 1) То же; вершина (0, — 12), параметр == 1 2) то же; вершина 


6’ 
(0, — 25), параметр =; 3) то же; вершина (0, | 16); параметр =. 168, 1) Ось 
направлена по оси у-ов в отрицательном направлении. Вершина (0, -|- 12), пара- 


метр =; 2) то же; вершина (0,8), параметр 8; 3) то же; вершина (0, — 10), 


параметр т. 164. Ось направлена вверх параллельно оси у-ов; вершина 
‚ 1. 1 . 

(-2 =, —24) . Функыия усывает при хз —2, и возрастает при х > — 25 ; 
124 


Нулевые значения —Ти — 4. 165. Ось направлена так же, как в предыдущей 


11 361 1 
задаче, Вершина (-т. — ма . Функция убывает при х < — 12 И возраетает 
5 


при х>-р. Нулевые значепия зи-—>. 166. Ось направлена вниз парал- 
лельно оси у-ов. Вершина ( т +5). Функция возрастает при «<— и 


убывает при х>-—3. Нулевые значения зи — 2. 167. Ось направлена так 


же, как в прелыдущей задаче. Вершина (2,6). Функция возрастает при х<2 и 


убывает при х>2. Нулевые значення 2 = Уб. 168. Ось направлена так же, как 
81 


в задаче 164. Вершина (-+. —т5)- Убывает при Е, возрастает при 


х>- _. Нулевые значения г и—3. 168. Ось направлена так же, как в за- 
даче 166. Вершина (2, — 1). Возрастает при х <2 и Убывает при х>2. Нулевых 
значений нет. 170, Ось направлена, как в задаче 166. Вершина (-—- 1,6). Возра- 
стает при х < —1, убывает при х > —1. Нулевые значения — Е + У6. Г. Ось 


“направлена вниз. Вершина (3,0). Нулевое значение одно: х==3. 179. = 


(х--®). 113. =е («—2). тм. = («+ 6}; = @«—6). 


Замечание. В ответах на задачи 175 —184 надо добавить 
постояиное число -- С. Так, в задаче 175 первое число должно быть 
ах | С, второе — 5х -- С ит. д. я : 

. . 1 . оз 2. 48. 3, з 1 
175. ах; — 5х; 5% 2,3х. 1716. 5 У; 5 %*; $ х% 0,35 №. 177. 2 * -- 
Че — 7х; Е 178. ы 2ах + 6х; т кач рх. 179. 5 =. 
2 2 2 2 3 

—2 =; д тя. 180. РТ 48 — 2х2; 178 4 —02х. 181. 1 
7 а Г 3 2 1 2 
4__.‘ 49. “у мы а 8 Е 2 ро ре 
х 5%; ея а. 182. гы 5’ 2х 7х; > 183. - 
г, 2“ +ы. 184. Зе м4 ХТ. 185. 630, 186, 1) 108; 2) 240 


(но при этом та часть площади, которая расположена ниже оси х-ов, должна счи- 


таться отрицательной). 187. 486. 188. 365; 693. 189. 16. 190. 4. 191. 8. 
192. 202. 198. 1. 194. = 3 +43. 185. = #28522. .196.е= 
ОИ р. вы — 
=. 197. ей рт. 198. е=ъ 28-345. 199. е— 


т +4 200. Решение: 1) В моменты остановок скорость должна быть 


. 1 1 

равной 0. Но скорость,Зопределяемая уравнением у = р 2(2—=1— =, рав- 
на 0 при &А=0и при &==2 (эти числа суть корни квадратного уравнения 
э. 2 -:—0). Поэтому поезд проходит расстояние между остановками в 2 ми- 
нуты. 2) Производная от скорости =1-- Эта разность положительна при #< 1 
и отрицательна при 2>> 1. Значит, при 2<. 1 скорость возрастает, а при Ё> 1 она 
убывает; следовательно, при 2=1 скорость проходит через тахйпит, который 


1 1 
равен а@—1=-. 3) Из закона скорости выводим закон пространства: е = 
1 1 
я в— 6 В -С. Здесь С-==0, так как при #=0 и е=0. Расстояние между 


двумя остановками равно пространству, проходимому в 2 минуты; значит, оно 
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равно т . 2 — т . аа км. 201. о=30-4 9,3 й-==301-4 4,96. 
202. Махитит = 12, випйтит ==9 — ; скорость == # --- р Я Е- 10 . 203. = 
— 2# 4 32 —2. 204. Объем параболоида = 2-44; объем цилиндра == 4хаб". 
\ © т 
205. Объем = ты . Если ф—» со, то сбъем —— . 206. В 207. ки 
а 6 а 3 6 
\ 
[пооая есть окружность, радиус которой равен 5 и центр лежит в точке (5. 0 ,|- 
208. 4 кал. 209. Искомый объем == 4ка? У 3; объем цилиндра == 8па? У 8. 210. 5; 


3 


— 29; 4; —28; 7; 49. 21. а=13. 2. Если т есть корень уравнения ах®-- 
+ 2 -- сх + 4—0, то левая часть этого уравнения делится па х — т. Разделив, 
получим в частном трехчлен второй степени. Приравняв его нулю и решив полу- 
чениое уравнение, получим еще 2 кория (6 393). Корни заданного пример: будут: 
1,2 и3З. 913. Очеви но, что: 1) х'— а делится на х—а, но не д лится па 
ха; 2) м-ф-а' не делится на х— а, но делится па х-- а; 3) 3 — а° делится и 
на х—а ина х-- а; 4) 2-1 а? не делится ни на х— а, ни на хфа. Отсюда 
уже легко вспомиить, что разность одинаковых нечетных степеней... и т. д. 


214. Из + и = (бЕ У2). 215. УБ-Ь. 916.И5— У. 917. УЗ 


ке Т5 г и 75 
+2. 218. УГ ИБО. 219. И?+ Ит=т 0% +8). 220. ]/ ри 


ИЗ =тов-ио. а. у/Т+ ИЗ=титч+и. 222. Уб+ 


ЧИб5. 223. =. 994. ЕЕ ЕЕ 


295. Решение см. в $ 403, пример 4-й, стр. 88. 926. ас должно быть точным 
квадратом. 227. Умножив все члены предложенного неравентва на положитсль- 
ное число 6 (^?- 3), получим: 3х2 -- 9 = 6х Е 6 = — х3—3. Но иершвенства: 
1) 32-9 бх-Рби 2) 6х--6— — *—3 приводятся к таким: 1) 853 — 6х -- 
-=3 20; 2) №-+- 6х 9-0, т.е. №) (х— 170; 2) (х- 3) 0. Последние 
два неравенства удовлетворяются при всяком вещественном значении х. Восходя 
от них последовательно к предыдущим неравенствам, убедимся, что и данное не- 


равенство верно. 228. Возвысив в квадрат выражения а-—Уфи Уа—Ь, иай- 
дем: а- 2 —2146 и а— 6. Разпость между этими результатами равна 2—2 аё== 
—2(6— Иа6). Так как $ <а, то #*<а и 6<Уа6; зизчит, полученная раз- 
ность ссть число отрицательпое, и потому а-- 2—2 Маё <а— фи, следовательно, 


Уа—Уё-<уа—6. 229. Умножим обе части неравенства на положительное 
число (п + И (п-- 3) (п 4); тогда получим: п(п-- 4) < (п 1(п-- 3), т. е. 
+41 < п --4п 3. Последнее неравенство очевидно. Восхоля от него к пре- 
дыдушим, убедимся, что и данное перазенство верно. 2830. Раскрыв скобки и 
сделав упрощение, приведем вопрос к решению неравенства: х? -|- уз > х?у + ху?, 
которое последовательно обращается в такие: х* — х?у -- уз — ху? > 0, № (ху 
У (ух >00, Миф >0, (м-у) фу >0 (Ух 
—у)_>0. Последнее неравенство при неравпых положительных числах х и у, 
очев ‘дно, верно; переходя от них последовательно к предыдущим, найдем, что и 
данное перавенство верио. 231. Только тогда, когда: 1) при всех значениях х, 
удовлетворяющих данному неравенсгву, функция Х(х) есть число положительное, 
и 2) все значения х, удовлетворяющие неравенству /(х) >> 0, удовлетворяют та-же 
и данному неравенству; другими словами, когла данное неравенство равносильно 
с иеравенством /(х:) >> 0. Таким образом от умножения неравенства 2х —3 > х-+7 
на 2— х мы не получим равносильиого неравенства, так как данное неравенство 
удовлетворяется только при х > Ю, а при таких значениях х функция 2 — х есть 
число отрицательное. 232. Равенство дает: —{— 1 --71—2-- 1 1=0. 288. хз -|- 6. 
284. УЗ. 235. И40. 236. [32 С-П +273 (п = (3721-21: 31) = 182 
-- 12768 - 127 =: — 18 — 26 — 12 =: — 309—126. 237. -—-4; — 519. 
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288. (Уи) == 2 991 У) + (1—8 ==21--2 (У2) У-Р— 21 = 
=2.2 У (—1П==4=2. 289. у 1=Ь (—0=—фЩй=Ь—(—)=. 


240. (УТ:=Е [= 5. Уи = (+24) = р 241. (У = 
Е —__ 
аЕЕЫСЙ [= г и (1— 5] = т (1—2 == 2) =—4242.( И + уе) 
= Иа = ИТ Иа = 108; (ау = — аб — 8 (ди 
248. (УТ-ЕриЗ- Иргун +1732 Иа: 3) (—м3)= 
=2-+271—13=2--2у14{3=2--4==6. 244. 100. 245» 2-3 И 2+ 
+3 И 2—22 246. же Ь 2 247. — + (умножив числитель и знаменатель на 
ВЫ еше" 
И— 1-4 2—1 —1—1 получим в числителе 21 а в знаменателе--2). 248. При 
фе а4=0 число вещественное; при ас — 64==0 число мнимое. 249. При 


6е — <4==0 чи`ло вещеслвениюе, при ас + Ва==0 число мнимое. 250, Не ныпол- 
няется извлечение кория степени выше второй (см. замечание в конце 9 415). 


И —_ 253. 1. 254. 0. 255. Не требует ответа. 


251. ЕВ, 952. — 


256. Решение при задаче. 


35 694, 
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